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Dm Werk, welches hiermit dem mBthemstischen Publicum 
Obergeben wird, bat die Absicht, auf mSgHchst anschauliche Weise 
und ohne allzu grosse Anforderungen besDglich d«r Vorkenntnisse 
des Leserkreises in die Kiemann'schen Theorien und ihre Auwen- 
duugeu auf Geometrie, Physik .und Kartographie einzuführen und 
besonders zum Ausbau der Theorie der isf^nalen Verwaudtscbaften 
beizutragen. 

Da es sich am eine Einfahrung handelt, ist häufig auf die 
elegaute Knappheit des Ausdrucks, durch welche sich die matlie- 
uiutisähe Darstellung sonst auszuzeichnen pflegt, die aber das Selbst- 
studium bisweilen recht erheblich erschwert, verzichtet worden. Die 
Zahl derer, die sich durch jene Tornehme KOrze vom Studium der 
neueren Theorien abschrecken lassen, ist weit grösser, als man zu 
glauben ptlegt, und wenn die Arbeit des Verfassers uur einiger- 
masseu zur Verminderung dei-eelbeo beiträgt, so wird er gern den 
Vorwurf der Breite nber sich ergehen lassen. 

Zahlreiche Figurentafelu , zum Theil vollständig Neues dar- 
stellend, erleichtem das Verständniss. Wenn der Lithograph nicht 
an allen Stellen den Zug der Curven hinreichend genau wieder- 
gegeben bat, so entschuldigt sich dies durch die Schwierigkeit 
solcher Zeichiiungeu. Ihreu Zweck werden sie trotzdem erfüllen, 
und der Verfitsser kann der Verhigsbuchhandhing nur seineu Dauk 
f(lr dus Eutgdgeukommen bezüglich der kosLipieligen Ausstattuug 
auss])rechen. 

Ein grasserer Theil der Figuren hat bereits eine praktische 
Verwerthu'jg gefunden, indem sie Herrn Dr. A. Guebhard zu 
Paris zur Grundlage für gewisse Versuche dienten, bei denen es 
sich um Fizirung der Linien gleichen Potentials fQr constante elek- 
trische Strömung in ebenen Platten handelte. Sie sind daher im 
EUxiricien, in den BuUeHns th la Societe de Physique, im Journal 
de Phi/siijue und in den Comptes Bendus der Academie des Sciences 
(besonders im Berichte Ober die Sitzung vom 13.. Februar 1882) 



IT Vorwort. 

vielfach zur Sprache gekummen, auch wurden nie xugleiob mit deu 
vou Herrn Guebh&rd QberLuseuen Platten dorch Herrn Hetu- 
holtz am 2. Mürz d. J. der Akademie der Wissenscbaftea zu Berliu 
uiid am folgenden Ti^e der Physikalischen Gesellschaft doselbat 
vorgelegt. Die betreffenden Versuche sind noch nicht abgeschlossen 
uud werden zu weiteren theoretischen Erörterungen Anlass geben, 
mit denen Herr Professor E. Mach im Sitzungsbericht« der Wiener 
Akademie vom 9. Juni 1882 bereits begonnen hat. 

Dies Alles geschah während des Druckes, so dass eine grössere 
Zahl von Litteraturrermerken, die dem Verfasser erst jetzt zugäuglich 
wurden, nachträglich eingeschaltet werden musste, wodurch sich 
einige Unregelmässigkeiten erklären werden. 

Zur Erleichterung des Studiums wurde der Stoff eingehend 
gegliedert. Einzelne Capitel tragen deu Charakter von Mouugra- 
phieu, die eventuell ausserhalb des Zusammenhangs studirt werden 
künuen und bei Vorlesungen als Uebungabeispiele dienen mögen. 

Besonderen Werth hat der Verfasser auf vollständige Coordi- 
uateu-FormuIirung gelegt, wodurch es ermöglicht wurde, die Lösun- 
gen für gewisse geometrische und physikalische Probleme gewisser- 
masseu abzulesen. Die ursprüngliche Absicht, deu physikalischen 
Theorien besondere Capitel zu widmen, wurde aufgegeben, um den 
L'mfang nicht allzu sehr anschwellen zu lassen. Zahlreiche Litte- 
rj turn ach weise am Schlüsse der einzelnen Capitel werden jedoch 
dem Leser deu Uebergang zu deu wissenscliaftlichen Nachbargebieteu 
erleiclit«m. 

Möge das Werk namentlich jQugere Mathematiker, die nicht 
(lel^euheit hatten, Vorlesungen ober den betreffenden Gegenstand 
tu hören, zu eingehenderem Studium und womöglich zur Mitarbeit 
auf einem der iuteressautesten und fruchtbarsten Gebiete der moder- 
nen Mathematik anregen. 

Hagen, den 2. August 1882. 

Dr. G. Uolzmniler. 
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Einleitung. 



Dtn enten Anitow zar Behandlnng der iiogonalen Yerwandt- 
schaften, deren Begriff nuten erläntert wird, hat die Eartographis 
gegeben. Da n^lich die Kagelfläche nicht zn den abirickelbaren 
Flachen gehört, ist man genSthigt, snr Darstellung der Erdober- 
fläche anf der Ebene gswiaae Frojectionamethoden anzuwenden, von 
denen keine im Stande ist, das Bild eines Landes vollkommen 
ähnlich wiederzugeben. Es entstehen vielmehr gesetzmüssige Ver- 
zerrungen, von denen man sich auf jeder Erdkarte Oberzeugen kann. 

ßosondors wichtig sind diejenigen Abbildungen, bei welchen 
die den Meridianen und Parallelkreiaen entsprechenden Curven sich, 
wie anr der Kugel, rechtwinklig schneiden, und wo ausserdem an 
jeder St«11o der Karte dos VorliüUnisB zwischen Lungen- und Breiten- 
tuaaas dasselbe ist, wie beim üriginal. Diese Karten haben Ober- 
haupt die EigenthOmlichkeit, dass beliebige Curven anf ihneli sich 
uutor domselbou Winkel sclmeidon, wie die entsprechenden auf der 
Kugelflilclio. Zwischen Bild und Original besteht also eine geome- 
trische Beziehung, die mau mit Siebeck*) zweckmässig als isogo- 
nale VcrtvancHschaft bezeichnei 

Da femer kleine CurvenstOcke als geradlinig betrachtet werden 
köimen, so entspricht im Allgemeinen jedem verschwindend kleinen 
Dreieck auf der Kiigolilüche ein gleichwinkliges, also ühulichos, nuf 
dem Bilde. Die Abbildung ist also dem Originale in tlen klei»si(m 
TJteilcn ältnlicli, oder, wie G. F. Gauss'**) sich ausdruckt, es ban- 
delt sich um eine confornie Abbildung. 

Von diesen Abbildungen sind zwei in den allgemeinen Gebrauch 
Übergegangen, die stereographisehe ProjecUon des Ptolemäus, dt« 
eigentlich wohl dem Hipparcli zugeschrieben werden muss, und die 
sogenannte Mercator-Pro^edion. 

*) Siebeclii Ueber gnpbiiche Dantellang imagiiiftTer Functionen. 
Crellea Journal, Bd. &&. 

**) 0. F. Ganii: UnterauohuDgen Ober QegenstKn'de der höheren Geodäsie. 
Abbandl. der Kgl. Qeselliohan der Wiwenichaften lu Göttingen, Bd. It. 

HoUnOllDt. iMgoOftla Verw>iidUali»(taa. . . !'>,'> 
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PtolemSofl projiciii die Eugelfläche Ton ^nem ihrer Pankte 
am geraölinig anf die Tangentialebene des gegenOborliegenden 
PanUes, z. B. vom Nordpole aui auf die Tangentialebene des SOd- 
pols. Bei letzterer Darstellung bleibt fQr die nächste Umgebnng 
des Scidpols der Maasestab ungeüudert, die Umgebung des Aequatom 
wird, wie man sich leicht Qberzeugt, in doppeltem Massstabe wieder- 
gef^eben, währeud für die Umgebung des Nordpols, deren Bild in den 
Baendlich fernen Bereich der Kberie füllt, eine unendlichfacbe Ver- 
grösserung stattfindet. Wegen der damit verbundenen üildverzer- 
mngen begnügt Rieh die Praxis in der Uegef mit der Oiirntellung 
einer Halbkugel, eine EluHchrünVuitg, auf welche die nmthcmatische 
Theorie niclit eingelien kann. Es lässt sich elementar beweisen, 
\ data hier jedem Kn'ise auf der Kugel ein Kreis in der Eliouc ent- 
Kpricbt und daiia die Abbildung zu den eonformen gehört, und z^ar 
geht das Net/, der Meridiane und Parallel kreise in ein Strahlen- 
bilschel und die orthogonale concentrische Kretsschaar flber. 

Wählt man statt de« Nord^iols einen Punkt des Ae<]iiat»r8 stnm 
Centrum der Projection, wie es z. B. bei der Darstellung der üst* ' 
liehen und weslhchen Halbkugel geschieht, so geht das Gradnetz 
über in das Kreisbüschel durch zwei Punkte, die dem Nord- und 
SQdpole entsprechen, und in die orthogonale Kreisachaar. Aehnliehes 
geschieht bei ganz beliebiger Wahl des Projectionscentrunis auf der 
Kugelfiäclie , wodurch Karten entstehen, von denen die llalbkugeln 
der grössten Land- oder Wassermasse Beispiele gelten. 

Cotoplicirter ist die Darstellung des Mercator. Nach ihm denke 
man sich um die Kugel einen BerEthrungBcylinder von unendlicher 
I^g^ gelegt) der im Aequator berührt. Die KugeloberHüche denke 
man sich mittels einer den Logarithmus erfordernden Rechnung 
durch das Gradnetz in kleine „Quadrate" eingetheilt, die nach den 
Polen hin verschwindend klein werden. An die Meridiane lege man 
im Aequator Tangeuten, die in die Cylinderääche fallen und theile 
dann auch letztere durch Schnitte, deren Ebene der Aequatorebene 
parallel ist, in congruente „Quadrate" ein. Längs einer der Ge- 
raden wird nun der Cylinder aufgesclmitten und in die Ebene ab- 
gewickelt. Die Gestaltungen der Länder sind jetzt mit beliebiger 
Genauigkeit in das Netz einzutragen. 

Dass diese Abbildung zu den conformen gehört, ei^ebt sich 
sofort aus dem gegenseitigen Entsprechen der kleinen Quadrate. 
Die KügelflUche wird hier auf einem unendlich langen Parallel- 
streifen dargestellt, wobei {Ut den Aequator der Maossstab unver- 
ändert bleibt, während die Umgebungen beider Pole in die unendlich 
fernen Bereiche des Streifens fallen und uneudlich-fach vergrössert 
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werden. So erscheint z. B. auf der Mereatorkute Grönland w«it 
grosser als Africs. Die Praxis ISsst selbatrerstündlich die Polar* 
Regionen weg. 

Der Vorzug der Mercatorkarte bemht darin, dass die Carveo, 
welche die Mcridiuno der Kugel ist^nal darchseteen , die söge-' 
nannten Lofoäromen, die dem Wege eines Schiffes entspreelieD, 
welches anroründerten Cuni beibehält, al'i gerade Linien dargestellt 
werden. Uieso ScIiiflTahrtalinien wttrdtfii auf der Ptolemüischen Kart« 
weit complicirter erscheinen. Die Mercatorkarte eignet sich also 
besonders zur Seekarte. 

Vergleicht man sUmmtlicIie besprochenen Abbildungen, so er- 1 
kennt man , doss sie unter sich in isogonaler Verwandtschaft stehen, I 
Zwischen den an erster und letzter Stelle besprochonon Kartell be- 1 
steht also z. ß. die Beziehung, dass dk unbeffrcmtc Ebene conform \ 
auf elnifti unnuUich hingen l'nratb-btreifm dargestfÜt ist. • 

Dies sind die ersten ohne Konutuiss der allgemeinen Theorie 
({ofuiidenoii IteiNpiclo ebener iROgomtler Vcrwntidtschaftcn. 

J. 11. Lambert ist der erste, der das Problem dnr conformen 
Darstellung der Kugeloberflüuhe in - verallgemeinerter (ientalt zu for- 
muliren suchte. Lagrango, dem er Hcino IWultate niitthcilte, er- 
kaunte den Zusammenhang mit der Theorie der Functionen des 
complcxcn Ai^uments x -\- yi, wo t = + f'' — 1 ist. Das Wesent- 
liche hierüber findet sich bei Lambert: «BeitiTkge zum Gebrauche 
der Mathematik und deren Anwendung", 1772, Bd. III, S. 105 
— 199. Auf Seite 15G winl die Bemerkung Lagranges mit^theilt. ' 

Lagrange veröffentlichte die verallgemeinerte Theorie selbst- 
stäudig in zwei Aufsätzen: »Sur la cuustruction des cartes g^ogra- 
phiquea"; Mem. de l'Aeadämie Boyale des Sciences et Belles-Lettres 
de Berlin. 1779. 

Im Jahre 1822 stellte die Kgl. Societät der Wissenschaften zu 
Kopenhagen als Preisfrage dw. al^emeine Losung der Aufgabe, die 
Tlicile einer gegebenen Fläelte auf einer anderen gegebenen Flüche so 
.tibeubilden, 'fass die Abbildung dem Abgebild*:len in den kleinsten 
Thcilen iUinlich werde. Das Problem wurde von C. F. Gauss ge- 
löst und seine Arbeit in Schumachers Astronomisdien Abhand- 
lungen, 1825, Hefts,. verijffcutliclit. Unaufgeklärt ist es geblieben, 
warum Gänse der Lagrange'schen Arbeit, „der nur wenig hin- 
zustusctzen gewesen wäre", keine Erwähnung thut*). 

Die wirkliche Integration der Differentinlgleichung dieses Pro- 
blems wird von Gauss nur für Umdrehungsßüchen, die auf die Ebene 

*) Tergl. Jaeobi, Vorlenugeu aber Dynamik. Berlin 180S, S. 215. 



abgebildet werdec, durchgefObrt. Die confonne Abbildung dei drei- 
azigen Elllipsoides auf die Elbene verdanken wir 0. 0. J. Jaoobi*). 
Die erst« Andeutung Ober die Lösung des Problems gab derselbe 
im Jabre 1839 in den MonatsbericJiten der Berliner Aeademie, 8. 64, 
und im 19. Bd. des Crelle'Bchen Jouniala, 8. 311. Eine volktAn- 
dige Bebandlung derselben Aufgabe lieferte auch E. Schering in 
der 1858 zu Göttingen gekrünten Preisschrift: üd>er die conforme 
Abbildung des EÜtpsoids auf ffcr Ebene. 

Es ist hier nicht der Ort, specieller auf die einschlagende 
Litterator einsugehen. Es sei nur angedeutet, das« die Zahl der 
Beispiele der conformen Abbildung von Flächen auf Ebenen oder 
Engeln besonders durch H.A. Schwarz vermehrt worden ist. Man 
vergleiche dessen „Conforme Abbildung der Oberääche eines Tetrae- 
ders auf die Oberäüche einer Kugel'^, Crelle'a Journal Bd, 70, und 
H. Amstein^s „Conforme Abbildung der Überfläche eines regulären 
Octaeders auf die Oberfläche einer Kugel", InBUguraldissertation, 
Zürich 1872, deren Einleitung ein vollständiges Yerzeichntss der 
Herhergehorigen Arbeiten giebt. 

Wir dürfen von einem weiteren Eingeben auf ' dieses Gebiet 
um so njehr absehen, als es sich in Folgeudem wesentlich nur um 
die ebenen isogonalen Verwandtschaften handelt, bei welchen der 
von Lagrange entdeckte Zusammenhang mit der Tlieorie dftr 
Functionen complexen Arguments am reinsten hervortritt. Das 
Fundamental werk fOr dieses Gebiet ist die berühmte Inaugural- 
Dissertation von B. Rieinanu: „Grundlagen lür eine allgemeine 
Theorie der Functionen einer Terüsderlichen coniplexen Grösse", 
Güttingen 1859, welche zum Ausgangspunkte eines wichtigen Theiles 
der modernen mathematischen Litteratur geworden ist. Im 21, 
Artikel derselben beweist Riemann mit Hülfe des Dirichlet 'scheu 
Princips, an dessen Stelle übrigens aus GrOnden der Strenge neuere 
Methoden gesetzt werden müssen, folgenden Satz: „Zwei gegebene 
dnfach zusammenhängende ebene lilüchen können stete so aufein- 
ander bezogen werden, .dass jedem Punkte der einen ein mit ihm 
stetig fortrückender Punkt der anderen entspricht und ihre entspre- 
chenden kleinsten Theile ähnlich sind; und zwar kann zu einem 
inneren Punkte und zu einem Begrenzungspunkte der entsprechende 
beliebig gegeben werden; dadurch aber ist für alle Punkte die Be- 



*} Crelle'a Jontnal, Bd. &9, Heber die Abbildnng eioei unerleicbBoi- 
(igen Ellipioid« etc. Ana hinterlasaenea Papieren Jacobia mitgetheilt von 
L.CoIm. Ferner: Jacobi, Vorleaangen über Dynamik. Vorl. 28 (Berlin ISGS), 
mid Jaoobi, ffeauomelte Werk«. Bd. lU. Berlin 1871. , 
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siflhang jMstimmb " Die Aufgebe, eine gegebene ebene FlSAe auf ' . 
einer anderen conform darzustellen, kommt danach hinana auf die 
Bestimmung einer Function complexea Arguments ans gewissen Oe- 
dingungeu. Da aber eine solche Function, ebenso wie ihr reeller 
und ihr rein imi^nörer Tbeil, der Differeutialgl^icfanug 

genügt, so handelt es sich um die Integration dieser Differential- 
glüicliuiig iiuter gewissen vorgeschriebeneu Bedingungen. 

Auf der Integration dieser Differentialgleic huog beruht aber 
auch die Lösung gewisser Probleme der Wänne'hcorie (speciell der 
Lehre von den isothermischen Curvensystcmen), der Mcctrodynamik ■ 
(besonders die Untersuchung der constanten electrischeu Strämiiag 
in ebenen Platten), und endlich der Hydrodynamik (Untersuchung 
der Bewegung ein^eschloesener Flüssigkeiten uud freier AuBstr5- 
muugsstrohlen unter gewissen vereinfachenden Annahmen). Nimmt 
man dazu die schon besprochenen Probleme der Kartographie und 
die in neuester Zeit angebahnte KinematiJi conform veränderlicher 
Syateitte, so erkennt mau, wie die Theorie der iaogoaaJen Verwandt- 
schaften in engem Zusammenhange mit den tiefsten Fragen der 
Mathematik und der mathematischen Physik steht. 

Zwei Wege giebt es nun, in die Theorie der conformen Ab- 
bildung einzudringen, den analytischen und den bynlhcUschen. 

. Der analytische Weg folgt der von ILiemaun augedeuteten Me- 
thode, zu welcher wir in neuerer Zeit durch Schwarz*) und andere 
vollständig durchgeführte Beispiele erhalten haben. Eine abge- 
schlossene Theorie läset sich aber in dieser Richtung noch nicht 
geben. Ausserdem rerlongt sie besondere Vorkeuiitnisse, namentlich 
hiusichtlich- der anzuwendenden Coordinatensysteme. 

Zur Kenntuiss der letzteren gelangt man für zahlreiche Fälle 
auf synthetischem Wege. Uaas der letztere sozusagen unentbehrlich 
ist, dafür sei C. G. J. Jacobi citirt, der in der 2«!. der Vorlesungen 
über Dynamik sich folgendermaasen äussert: ' 

^Die Hauptschwierigkeit bei der Integration gegebener DifTe- 
rentialgleitihungen scheint in der Einführung der richtigen Variabelen 
zu bestehen, zu deren Auffindung es keine allgemeine Regel giebt. 
Man muss daher das umgekehrte Verfahren einschlagen und nach 
erlangter Kenntniss einer merkwürdigen Substitution die Probleme : 
aufsuchen, bei denen dieselbe mit Glück zu gebrauchen ist." 



*) Vgl. beiondera U. A. Schwan, Ueber einige AbbilduDgaftafgaben. 
Crelle'a Journal, Bd. 70. :, . _ 
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A& dem Beispiele der ellipÜBchen Coordinaten uigt.er dsDQ 
die Fruchtbarkeit dieses Ver&hrens und I3it unter Aaderem die oben 
erväliute Abbildung des dreiaxigen Ellipsoids auf die Ebene, 

Dieser synthetische Weg soll nun in Folgendem in der Art 
«iugeachlagen werden, dass die einfaclisteu und gebrSachlicbateu 
Functioueu cuuiplexen Argument« zur Untersuchung kommen. Bei 
jvdur duntulbvu wiril gti^umt, wiu sie isur Autidohnuuji dor gtooiiiv 
triifchi-u KenutniHHu verwurlhot wurden kann uud buaoudurii ku neueu 
Cvurdiuatfrniiyiitemeu Aiitiuiti givlit. Si)udoll wird noch uiif diu matliu- 
mutiHcli-iihysIualiiJchp ProljlutugruppuIuuguWlOSOli^'velche durch die 
Kcniiliiifi« dor lioucii (.'-(K>rdinnl<>n löabnr wird. 

Du diu uuut'Tv Fuiit'tioiieutlitioriv diu uiiguduututv DantullurigM- 
weise nicht entbehren kiuin, besuiidurg aber die Tbourie der Itie* 
mauu'Mclion Klücheu mit ihren Windungspunktuii dum Aufiluger 
au buttliuinitvn llcinjiivleu verdculticbt wurden uius«, wjnl sieli dus 
Folgende Überliaupt sur KiufUhrung in die moderneu Anscliuuungii- 
weisen eignen, eventuell in Verbindung mit den Ekmvnicn iler 
Tltatrie der Functioftat eitler cotHiilexai vcrändcrlicJicn Grüaac von 
U. Durege (2. Auflage, I^ipsig I873J. 

Unsere Betracbtungeu werden sich auf die gauiseu und gebro- 
chenen rationalen Functionen uud ihre Umkebrungea, auf die ein- 
fachsten transcettdenten uud die fundamentalen elliptischen Func- 
tionen beschränken. 

Das Maass der verlaugten Vorkenntnisse ist dasjenige, welches 
bei Studirendeu der ersten Semester vorausgesetzt werden kann. 
Zur JSrleicbterung des VerMtündnissea wird nach der EinfQbruug in 
die geometrische Darstell uugs weise der complezeu Zahlen zunächst 
das Beispiel der Kreisverwandtschaft apeciell besprochen und erst 
dann Allgemeineres Qber die isogonalen Verwandtschaften a^releitet. 
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I 1. Die geomatrlulie Dantollung d«r oomplexen ZkUeo. 
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Geometrische Deutung der complexeiv Orösaen und der 
eleiiionttireii IleühnungHoi>enikionen mit denselben. 

)| 1. DI« iruuinvtrlHttlie 1>arNtcUuii(r iler eoiiiiiloxoii Knhieu. 

' Div lJii»t«lluii[{ HlViiiiiitlicIi«r rcvUvr Xalil«u, hIho dor positiven 
und uegulivuii, dur ffuuau uitd ({tibruvliuriuii , dur rtitioiiiiluii und 
Irmtlunulou , uuT uliiur >{ur(t(luu Liuiu, uiif wutvliur oiii Ifoliubi^vr 
l'uiikt ztiiu Nullituiikt, uiii uudurur willkürlich »uiu l'tiiiktu l \gü- 
oiadit iitt, wird uIh l>ukaiiiit voruudtfunotxt. Knt durch EinfUliruiig 
dur Jrrutiuiiiduii üitlituii iut dubui duui Uu^rillu dur äUjtitjkoil in dum 
Uiiiiio UuUiiiuiifj (jolrii^uii, duHM Juduiu l'uiiktu dur Uuraduii uinu 
iHtHtiiiiiiilu rudllu Zuhl und uin^jokulirt judur reulluti Zalil uin Punkt 
der Itiuio uuUjiricht, Wuudurt uIhu uijt l'uukt uuf dur Ciorudou vuu 
— OD Ubor Null nadi -^ oo, bu »uUiiricIit dioimr Wanduruug iw 
itttfUge AuwuuIiHeii «iiior vurüudorlidheii rualluii Grüsso vou — oo . 
aber bis -f oo< 

.Ferner wird kIh bekannt voraungoaetzt, daas die Ausdehnung 
den lladiciruns auf negative Zahlen luit derselben Nuthwendigkeit 
auf die rein iuiugiuüren Zulilen fUhrt, wie die Subtr&ctiou positiver 
Zahlen, bei denen der äubtraheud den Minuenden Übertrifft, zur 
BiufUlirung der negativen Zahlen zwingt, wie ferner die Division 
mittels ganzer Wahlen auf den ßegritf der gebrochenen, das Radi- 
cireu positiver Zahlen auf die Definition der Irrationalzahlen fahrt. 
Die reiu imaginären Zahlen sind, wie bekannt, von der Form 
3 ■ y — 1, oder, um die durch C. F. Gauss eingebflrgerte Schreib- 
weise beizubehalten, nach welcher -f- y — 1 = t gesetzt wird, von 
der Forui ^t. Die Addition reeller und reiu imaginärer Zahlen 
endlich führt auf den Begriff der eomplexe» Grossen, die von der 
Form p -{- 3* sind. 

Ueber das Hechaeu mit complexeii Zahlen vergleiche man die 
Lehrbücher der Aoalysis, welche die MSglichkeit der Anadebuung 
aller mathewatiacheji Operationen auf das neue Gebiet uachzuTveiaen 
haben. Ueber die historische Entwickelung der Theorie der com- 
plexen Zahlen und Ober die eigenthümlicheu Schwierigkeiten, die 
sich ihrer Einfttbruug entgegensetzten, vergleiche man Hankel: 
Vorlesungen über die complexen Zahlen und ihre Functionen (Leipzig 
1867), 8. 71—72 und 81—83; ferner die Einleitung von Durege: 



Elemente der Tbeorie der Fnnetioneii etc.; KlQgel: MaUjematiechee 
Wörterbocli, Artikel Älgebn, etc. 

. Uns beschäftigt hier lediglich die geometritcKe Darstähau/ der 
complexen Zahlen, die gewöhnlich &U die QftiiBi'iche beseiehnet 
wird. Nach Hanbel ist Argand als der wahre Begrflnder dieser - 
Darstellung 2u betrachten, der im Jahre 1806 eq Paris einen „Essai 
snr une maniere de representer les qaabtit^ imaginaires, dans les 
constmctioiis g^om^triques" herausgab. Die Oauss'sche Darstellung 
datirt erst vom Jahre 1831. Im 2. -Bande der Ganss'ichen Werke 
S. 169—178 findet man die Anzeige der Theoria residuorum biqua- 
draticonim. Auf 8. 171 wird dort zom ersten Male die Bezeichnung 
„complexe Zahlen" gebraucht, während auf 8. 174 die geometrische 
Darstellnngsweise zar Sprache kommt. Musi demnach Gauss auf 
die Priorität verzichten, so gebOhrt ihm doch das Verdienst, die 
complexen Zahlen und ihre geometrische Darstellung ün wahren 
Binne des Wortes eingebürgert zu haben. Die Oauss'sche Abhand- 
lung selbst (Commeutatio II) erschien 1832. 

Diese geometrische Darstellung beansprucht die unbegrenzte ' 
Ebene*), denn die oben besprochene Gerade ist durch die Gesammt- 
heit der reellen Zahlen Tollstfindig erfQllt, so dass die xweite Dirnen* 
flion zu Hülfe genommen werden mnss, nnd zwar stellt man die 
rein imaginären Zahlen auf einer Geraden dar, die im Mullpunkte 
senkrecht auf der Geraden der reellen Zahlen steht. Sämmtlicbe 
complexe Zahlen erfüllen dann stetig die ganze Ebene, und zwar 
so, dass jeder Zahl z + yi ein Punkt mit den Coordinaten x und 
jf entspricht, wodurch zugleich Qber die Vorzeichen disponirt ist. 
Durch Fig. 1 erläutert sich alles Wesentliche in einfacher Weise. 
Dort ist z. B. durch den Funkt A die Zahl '3 + * dargestellt. 

Diese Darstelluagsweiie steht im Einklang mit der Bjrmmetrie 
des complexen Zahlensystems und mit der Möglichkeit, jede com* 
plexe Zahl x+ fji auf die Fonn r (cos 9 -f~ * ^üi 9) zu reducireu, 
die den Polarcoordinaten entspricht Wird nämlich festgesetzt, dass 
complexe Zahlen nur dann gleich sind, wenn ihre reellen und ihre 
imaginären Theile Kbereinstinimea, so folgt x ^ r cm ip und 
ymmrain^, also durch (juadriren und Addition 

Ä» -|- y* — r',(coe' <p + sin' tp) — r*. 
Es ist also r— j/jj' + i/', während durch DiTision entsteht^ — tan 9, 

*) Tenuche, complexe Zahlentriteme Mi&nttelleii, welche _dr ei Üimen- 
■ioneD beacsprachen, aind gemacht worden, olme (Ihm- jedoch irgend ein Fort- 
•chritt dadurch erzielt wate. Vgl Oanaa, QOtt. Ameigen 1831, Stflck U. 
Schliuabemerkaiig. • ,-'.''''. 
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also 9> M u-ctaii ^ ■> arcsio iy=Jf:=^ — urccoB „.-* ^r • Um habea 

« J'ar' + y« Vai' + i/' 

alle Wuneln das positive Vonaicheu, n daaa nnür r stets eine 
positiTe lÄnge Teretan den wir d. 

Die Grösse r — j/a^ -f- y' bezeichnete cnent Argand in der 
oitirten Abhandlung als „Modtd" der complexen Zahl x -\- yi. In 
neuerer Zeit ist daftlr der Name „abao l ater ^ Jietr aa " der complexen 
Zahl gebrÜQchlichor geworden. Der Ausdruck „reducirie Form" für 
r (cos 91 -^t sin 91) rflhrt von Üanchy her (Cours d'analyse, 1828). 
QaasB gebraucht für r' — x* 4. ^ die Bezeichnung „Norm". Die 
Bogengr&ase 9) wurde früher als Argument, in neuerer Zeit zweok- 
niässiger als „Abweicbut^" bezeichnet. Die GrOsse (cos ip -f- * nn qp) 
heisst entsprechend der ßiditungscoefficient. 

Statt nun zu sagen, die complexe Grösse x •^- yi werde durch 
den Punkt A (Fig> 1) mit den Goordiimten x und y oder r und 9 
dargestellt, kann man auch sagen, sie werde dargestellt durch die 
Strecke OA, d. h. durch eine Linie von der lilnge r nnd der durch 
91 bezeichneten Abweichung, ganz unabhängig von demAu^angs- 
punkte der Strecke, von der also anzunehmen ist, daas sie sich 
durch ParalletverBchiebung nicht ändert. Bei der Darstellung reeller 
Zahlen entspricht dies dem Unistande, dass zu gleichen Zahlen- 
differenzen gleiche StUcke der Geraden gehSren, bei der Darstellung 
der complexen Zahlen, wie sich sofort zeigen wird, dass zu gleichen 
Zablendifferenzea gleiche Strecken gehKren. Vor Allem ermöglicht 
aber diese Bestimmung die. geometrische Deutung der Addition und 
Bubtractioti complexer Zahlen. — Sind in Folgendem A und B zwei 
Punkte duT Ebene, so soll A3i stets die entsprechende Strecke, 
JTH die lünge derselben bedeuten. 

% 3. GeometrlHche Darstellung der Addition nnd Subtractton. 

Es ist 

(«, + y,.-) + (aj, + !/,t) - («1 + ar,) + (y, + y^i, 
also giebt die Addition dieser beiden complexen Zahlen, die durch 
die Funkte Ai und A, in Fig. 2 dargestellt sein mögen, eine durch 
den Punkt./! repräsentirte ZaJil, dessen Abscisso OD — Xf^ Xj nnd 
dessen Ordinale D A ^» ^f + Vi ^^^- Offenbar ist Dreieck ÄiEA 
^ OVjAj, also die Strecke A,A identisch mit der Strecke OA^ (nach 
14nge nnd Itichtnng). Die Addition kann also auch geschehen durch 
Aneinanderiegen der Strecken OAf und OA^. Datlbrigens OAyAA^ 
ein Parallelogramm ist, erhält man denselben Punkt, wenn man die 
Reihenfolge der Addition umkehrt. Analog mit der Addition der 
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Kräfte iii der Statut führt also Addition tteeier ßtrv^cm auf die Dia- 
gonale des aus iliiien ga hUdaidea ParaUetogratmnß. 

Uabeu beide Strecken dieselbe Abweichung, bo werdeo ihn 
Längen addirt, siiid sie eutgegengesetzt gerichtet, d. h. ist die 
Abweichung der einen qp, die der andern tf> -\- 180*, so entateht 
durch Addition eiue Strecke, deren Länge die Uiffereuz der beiden 
gegebenen ist, deren Ilichtung aber mit der der längeren Strecke 
QbereiBstimiut. lu ullen anderen Fällen int die Länge 0^' kleiner 
aU die Summe der Längen OA,. und OAj, aber grösser als ihre 
Differenz. Die witkliuhe Uerechnung von r und tp macht keine 
Schwiengkeiteu. In gleicher Weise kann mau. eiue grössere An* 
lahl von Sti-ecken aueinandersetzeu, wobei wiederum die Retbeu- 
folge gleichgültig i^t. 

Die Additi'jn der Strecken ist von Mübius*) wisBeuschuftlich 
begriitidet uud dazu verwendet worden, aus ^tzen dtir Lougimetrie 
direct auf tiütze der Planimetrie zu scbliesseu, dt h. Säbto Über 
Puiikte auf einer Geradeu in 'solche Ober Puultte in der Ebene xu 
übersetzen. 

lüs lassen sich schon jetzt aus eiufacheu Zahlougenetiten geo- 
uielriHcho Süt/.e ableiten. Hierzu vci^leichu uiua diu SiubAck'sohe ~ 
Abhandlung im 55. Saude des Crelle'ticlien Joumahi: 

Beispielshalber suche mau zu beweisen, dass, wenu gf und X, 
zwQ complexe Zahlen bedeuten, denen die Puiikte ^, und Aj ent- 
Hjjrechen, die Zahl ^^- durch den llalbirungipuiikt der Vurbin- 
tlungtiliiiie vuii A, und Aj dai^estellt wird. 

Die Suhtradion ist durch das Vorhergehende bereit« erklärt, 
, lu Fig. 2 ist i^trecke 0^, + OA^ — OA, folglich »trecke 
OA — 0A, = 0At, 
wofür man auch sageu könnte 0A-{- ( — OA^ — ■ 0^,, oder 
OA -f- AfO '=0A,. Folglich: Matt svhtrdinrt eine Strecke von 
einer muhrn, indem m^tK die enlyeffengesdste der ersteren eur euieiten 
aililirt. Duss dies ganx der Formel 

(*i + Sii) — (*. + ffiO — («i - ^) + (tfi - Vj)^ 
entspricht, ist selbstversljludlicfa. Auf die Identität OA — OA^ 
* OA + AjO bt besonders zu achten.' 

*] VurliaDtllungen dur Kgl. SUch«. OeMllMibaft dur Wunonsobaften, math.- 
I'ltjuc. Klat»e, Jalirg. I35i, Seite 41— Hj Jahrg. less, Beite 14—34. Vergl. 
Uüli Crellc'i JoüruHl Üd. 2S, Seite 1. Uu Studium der tiefiimilgen Ab- 
^Udlongen diews Geometen iit in jeder Hinsicht m enpfeUen. 
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An dieier 8t«Ue länit sich leicht beweisen, du«, wie oben be- 
hauptet, zu gleichen complexen Zuhlendifferenzen gleiche Strecken 
geh&reo. 

% 3. Die Hultlplleation und DItIsIod. 

Die Multiplieation, sweier reeller Strecken a und b geschieht 
bekanntlich mit HUIfe der Proportion 1 ; a »• Ii ; x, aus .welcher 
folgt x^ab. Die Multiplicntiuu einer eomplexen Zahl mit einer 
reellen bietet nichtti Neues. Die Lange der neuen strecke wird 
wie Torher gefunden, die Abweichung bleibt ungeändert. Beides 
ist als specieller Vtäl enthalten in der Multiplieation oomplexer 
Strecken. 
Statt 
(», + Viiyix, + ffiO — »i«i -*!!'» + »' (a:iy, + yi*,) 
betrachte man die reducirte Form 

»■, (coe 9, + • sin 9,) . r, (cos tp^ + iäu Vj) 
-* TfrA (coB9|Cosq>, — Biu<)DiBin9)2)-f-*(f>u9)|COB9),-{-co8<)D,Bin9>|){ 

— »•i»'»[co»l?i| + 9'))+»w"(9'i+9'j)] • 

Die das Product darstellende Strecke hat also die mit Uulfe der 
Proportion 1 : r, — r, : r zu construirende Länge r — i-, r, und die 
Abweichung 9> ■-■ 9>| + 9>2- Also: . 

Jici der MtiUiplicution eomplvaser Strecken wertlen die Lätigen 
derselben mttUiplicirt, Hire AbuicUhunffen addirt. 

Dia lluiliuii folge ist bei der auf mehrere Strecken ausgedehnten 
Operation gleichgültig. 

In Figur 3 sind die gegebenen Strecken 0A\ und OAj unter 
Festsüticung von OJi als £inhoit in dieser Weise mit einander mul- 
tiplicirt, d. h. OAj ist um den Winkel q>i gedroht und r, im Ver- 
hältuiss 1 : r, vergrössert worden. Aus der Proportionalität der 
Seiten und der Gleichheit der Winkel bei folgt übrigens die 
Aehnliclikeit der Dreiecke OHAi und OA^A, durch welche geo- 
metrisch documontirt wird, tlass OA aus OAj in derselben Weise 
gebildet Wird, wie OA, aus OJi. 

Von besonderer Wichtigkeit ist folgender ^ledalfhU: Die bei- 
den complexen Zahlen mögen sein x -{-. yi und z — */i, d. h. sie 
sollen sich nur um das Vorzeichen des im^nüren Theüs unter- 
scheiden. Dann entsteht durch Multiplieation die leicht zu con- 
struirende re^ Zahl 
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Man constniire dies zur Uebuug geometruch Buh der Torigen 
RegeL Bekanntlicli werden wiche compleze Zahlen als cOHJUffirte 
bezeidmet. 

BeispieUlialber folgt Boch ans den Gleichongeu 

(ccf+isaf)-.-, 

(co.|-i.i»-J)-[e<.(-i) + .«„(-i)] .-, 

dass der Multipllcation einer Zahl mit -^ i eine Drehung um 90", 
der Multiplication mit — t eine Drehung nm — 90* entspricht, 
Ueberhaupt entspricht der Multiplication mit (coi a -^-imna) eine 
Drehung um a ohne Verüuderung der Länge. Der Name Rieb- 
tungscoefficieot ist also sehr bezeichnend. So giebt z, B. Multi- 
plication mit (cos 3r -{- i sin 3r) -« — 1 die ent^^fengeaetzte Strecke. 
Die Divüfion reeller Strecken r und r,, d. h. die Bildung des 
Quotienten — erfolgt mit HOlfe der Proportion r : r j ^ a: : 1 in 
bekauuter Weise. Die Division complexer Strecken ergiebt sich 
demnach leicht aus der Formel 

s£i.t4s-::^, - T. [•»•(» - ".) + •■ "tao - »■.)] • 

die eich aus der oben gegebenen sofort ablesen lusst, da auch dort 
71 *°= (7 — 7i) i^- -^ t^' <>^ ** *'*" Verhältniss fj ; 1 tu vcrklei- 
uem u»d OJr (Fig. S) um deu Win^ — 9>, *« drehen. Mit 
audem Worteii: Matt wtistruire tu dem ffeffcbenen Dreieck OAAj 
das ahtüida mul iihnlicJi, liegende Dreieck OBA,, wo OB ^ l iai. 
Zur Uebung constraire man auch den Quotienten -r^r • 

Ist der Divisor reell, so bleibt die Abweichung ungetLudert; 
ist das r, des Divisors gleich 1, so findet uur die Drehung statt, 
Division durch 4- i giebt Drehung nm — du", Division durch' — i 
Drehung um 90", Division durch — 1 giebt wieder die entgegen- 
gesetzte Strecke. 

Der rcciproke Wcrth einer eomplexen Strecke beruht auf der 

Construction von — mittels der Proportion r : 1 ^ l : X und der 

Bildung von — 7 an Stelle von ^, denn 

— : r-r-. ■- — [ cos f — o) + f sin f — 01) | - 

. r(M« 9 + 1 «m g>) r [ *^ ^^ ^ *■ ^'j. 

Von Wichtigkeit ist noch folgende Bemerkung: Sollen die beiden 

Quotienten 

r(cog T + i «in y) , J (cot * + f «in * ) . 

r,(cosa|+*nn»t] B, (co* #1 + » un,4|) , 

Ch>(>;5Ic 
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gleicil win, so muBS nach dem Hoirre^scheD Batze 

^--| md (,-v,)-(»-»,) 

BeiD. Werden aUo die Zahlen durch Punkte a und a,, retp. A 
und Af dargestellt, ao mOseen die Dreiecke OaUf und OAAf ähn- 
lich »ein (Proportionalität zweier Seiten nnd Gleichheit der einge- 
schlossenen Winkel). Dies "konnte auch direct aus Fig. 3 geschlos- 
sen werden, da beide Dreiecke dem A OVA, ähnlich sein mQssen. 

% 4. Die Potenzirniig mit ganzem, reellem Exponenten. 

Der Exponent n sei zuiiüchst ganz, reell und positiv. Die An- ' 
Wendung der obigen Formeln auf gleiche Factoren fahrt auf die 
Oleicbung 

r(cos V + • sin yn — r" (cos ntp -f » sin ntp). 

Die geometrische Darstellung ist eine Anwendung der ersten Regel 
des vorigen Paragraphen. Es orgiebt sich eine Aufeinanderfolge ähn- 
licher Druiecko. Bo ist %. B. in Figur 4 die 3** Potcnss der Strecke 

OAf gebildet. Die Punkte A^, A,, Aj, A„ An liegen bei 

solchen Constructionen stets auf einer logarithmischen Spirale, für 
welche bekanntlich der Badiusvector geometrisch zunimmt, wenn 
sich die Abweichung desselben arithmetisch ändert. Die Regel der 
Potenzirung ist leicht in Wort« zu kleiden. 

Der Fall des negativen Exponenten erläutert sich durch die 
Formel 

^ — Tcos { — «9») -J- » sin ( — »q») I ■ 

Man kann demnach entweder den reciproken Werth von 

1 r(cos if> -\- iwa tp)\ " 

nach oben angegebener Methode bilden, oder einfach die Con- 
struction der Figur 4 von OA^ ans nach unten fortsetzen, d. h. 
die logarithmiscbe Spirale nach unten hin er^inzen. 

Es wird sich später zeigen, doss die Potenzen von OAi mit 
reellem gebrochenem Exponenten durch Punkte derselben logarith- 
miscben Spirale dargestellt werden. 

Solche Constructionen finden rielfacfie Anwendung in der gra- 
phischen Statik. 

l:.i „_..!., Google 
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Nach Obigem ist man jetst im Stande, ftlr jedes reelle, guun 
n Qod für jeden speciellen Werth der veränderlichen OrSsse v + yt 
die complese Zahl 

mit elementaren Hilfsmitteln geometriRch darxaitellen. Ea handelt 
sich nur um eine ('ombination der gegebnen ConNtructionen. 

Kb ist zwockniümig, dos Verfahren an Funrtionen niederen 
Qradea einzaQbeu. 

bei dieser Gelegenheit aci darauf aufmerksam gemacht, dass 
das Product conjngirter Quotienten 

a + bi a-bi a* -f- y 
e + di'e- di'^e^ + d* 

stets reell ist. Daraus folgt, dass rationale conjugirte ' Anadrltcke, 
mit einander multipücirt, stets Reelles geben. 

Dagegen reicht es nicht aus, in einer rationalen Functitm 
/"(«-}- yO an Stelle von a;+t/t die conjugirte Variabele x — yt 
zu setzen, um des conjugirten Ausdruck zu erhalten, so dass also 
im Allgemeinen f{x-\-y%).f{x — yi) nicht Reelles gieht. Um 
dies zu erzielen, muss man auch fQr die Constanten der Function 
die conjugirten Werthe einsetzen, also eine gewisse neue Function 
/■,(«- yi) bilden. 

§ 5. Das Radidren mit ganzem« reellem Exponenten. 

Als erstes Beispiel sei die Quadratmtrzd behandelt 
Es ist zunächst 

T _ 

T/r(cosy-}-i8in9)) — rr(cQi9>+t9ing>) l — f'r [008-^+» siuy | • 

Die Construction ergiebt sich daraus, dass yr die mittlere Propor- 
tionale zwischen 1 und r ist Man bilde diese und halbire ausser- 
dem den Winkel y. So ist z. B. in Figur 5 OAf die Wurzel aus 
der Strecke OA. Eine leichte Ueberlegung zeigt, dass, wie oben 
bemerkt war, A^ auf der durch O, Ji und A bestimmten logarith* 
mischen Spirale liegt 

Der Punkte entapricht aber nicht nur der Grösse «-(cos qn -f- 1 sing)), 
sondern auch der Grösse t \ cos(i)p -|- ^x) + * *'o (9^ ~f- ^^S\ > ^° ^^" 
gleidizeitig ö" 
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yr(co» 9 -f » «n v) — ^f [coB ^^ + «^ + i sin (ß^ + «)J 

ist Dieser NVertli wini durch die Strecke OAj dai^estellt, welche 
die enl^egengegetzte von 0A^ ist. j^ 

Die Betracbtung roit rrcoB(9 -f 2nitj -\- iaia{g>-^2nn\ giebt 
. keine neuen Pnnkte. 

Alao; Die Ausxiehung der Quadratwured aus einer eotitfUexen 
SWecke ist mit elementaren H'dßtniUeln möglich und führt at^a auf 
twei mtgetfengesettif. Strecken. 

Bei Bildung der CttbihumrMd findet man drei gleichberechtigte 
Werthe, denn ^r (cos 9> -{- i sin ip) führt, wenn man nicht nur 
ipi sondern noch ip -{■ 2x und tp -\- 4x in Betracht zieht, anf 

^9[cos f + i sin Ij, ^[coB (I + 120«^ + i sin (f + 120»)] 
und ^fcos (|- + 240») + i sin (j + 240«)"| . Die drei entspre- 
chenden Punkte liegt'n demnach sämmtlich auf einem Kreise nm den 
Nullpunkt mit dem Radius ^r , tatd ewar hüden sie ein gleichsei- 
tiges Dreieck. In Figur 6 ist die Conatmction dtirchgeftlhrt, ^i,A, 
und A^ stellen die Cubikwnrzeln von A vor. 

Eine elementare Construction ist in diesem Falle nicht mög- 
lich. Denn erstens kann nmn die Trisection des Winkels im All- 
gemeinen nicht durchfuhren, zweitens bedarf man zur Darstellung 
von A^ der obigen durch 0, D und A bestimmten logarithmiücbeu 
Spirale, wie sich sofort aus der Oleichung {OA,y -> OA ergieht. 
Statt dessen kann man auch y^r auf beliebig viele Decimalatellen 
berechnen und den Aniiäherungswertb als Radius benutzen. 

FUr die n" Wurzel gilt Aehnliches. £s ist 

WO k der Iteihe nach die ganzzahligen Werthe von bis » — 1 
annimmt. Man erhält also n Punkte auf einem Kreise um mit 
dem Radius j/r . Einer dieser Punkte hat die Abweichung ^ , 
sUmmtliche bildeiL, ein regelmässiges »-Eck. Nur in SpccialfUllen 
ist die genaue Construction mit elementaren Hilfsmitteln miiglich. 
Schon an dieser Stelle sei einer wichtigen UiemannVchen 
Anschauungsweise gedacht Man denke sich zwei Ebenen, deren 
eine alle comploxen Labien e •=• x -{- yi enthält, während in der 
anderen alle complexen Zahlen ^ « X -}- Yi liegen. Ueide Ebenen 
werden dadurch in gegenseitige Beziehung gebracht, clasa X -f- Yi 



■■7'^:e4- pi gesetzt wird. Jedem Fnnttte der f-Ebene entcpreehea 
dajxa n Punkte der ^Ebene, die nach obiger Methode zu constmi- 
ren sind. BerScbsiclitigt man nur den ersten der n Wureelwerthe, 

' so liegen die Paukte der ^.Ebene, die allen Punkten der «-Ebene 
entsprecben, in einem Sector, der dorcli die reelle Ate and eine 
Uerade dorch den Nullpunkt mit der Neignog -^ gebildet wird. 
Ebenso fQhrt die Bertlchsicblignng des 2**° Wnrzelwertbes anf den 
Ton — bis — reichenden Sector ou s. w. Die «-Ebene entspricht 
also jedem der vorhandenen » Sectoren der ^-Ebene. Eiemann 
suchten Stelle .der n-Deutigkeit - «ne JUndeutigkeit des Ortes za 
setzen, indem er annimmt, dasa die «-Ebene aus n Ubereiuandf^r- 
liegenden Schichten bestehe, deren jede einem bestimmten Sector 
entspricht; und zwar ist die Reihenfolge der Schichton dieselbe, 
wie die der Sectoren. Da aber im Nullpunkte beider Ebenen die 
Vieldeutigkeit aufbürt, denn es ist ^U ^ 0, so sind alle Ebenen 
im Nullpunkte zusammenhängend zu denken. Um den Uebergang 
von einem Blatte in das andere zu versinulichon , deukc ninn sich 
die n Schiebten der «-Ebene wie eine Schraubeufiäche von un- 
endlich kleiner Steignngshöhe um eine im Nullpunkt errichtete Axe 
herumgewunden. Einem Punkte also, der in der Z-Ebeue auf 

, einem Kreise einmal um den Nullpunkt wandert und die n Sectoren ' 
der Reihe nach passirt, entspricht ein Punkt der «-Ebene, der auf 
einem bestimmten Kreise » mal um den Nullpunkt gebt, beim 
Ueberschreiten der positiven reellen Axe aus der 1^" Schicht in 

die 2**, 3", «*• und schliesslich in die oberste surGckgekngt. 

In Figur 7 ist die der Quadratwureel entsprechende zweischicli- 
tige „ Wmhmgsfäclie'' dargestellt Während ein Schnitt links von 
zwei Parallelen giebt, würde ein Schnitt rechts von zwei sich 
krenzende Parallelen geben. Man nennt diese FtÜche die WiiUJungs- 
flädic V" Orilnuiiff. Bei der «"■ Wurzel erhält man eine n-schicli- 
tige Flüche, die Windungsfläche (n — 1)*" Ordnung. — 

Diese ftlr tiefere analytische Untersuchungen höchst wichtige 
Anschauungsweise kanu hier nur angedeutet werden. Wir kommen 
später auf dieselbe zurück. — 

Das Itadiciren mit negativem, ganzem, reellem » bietet nichts 
Neues, erledigt sich vielmehr, da 

iA, durch den reciproken Werth von j/t . r atzKkv.VTOOi^lc 
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I 6. Das Potenilren mit gebroehenem und mit Irrationalem 
reellen Exponenten. ^ 

Ei8 leien m und n zuoScbat ganxe poiitiT« Zahlen, dann ist 
Z — f " — \t{tsOh y + i «in fl))!' . 

-r'^[co-;-(v + 2*«) + .-™ = (v + 2^;»)], 

«o ea anBreicht, ft die ganKsabligen Werthe von bis n — 1 an- 
nehmen su lasBen. 

Im Allgemeinen muu man sich, wie vorher, mit einer An- 
nShemngBconstruotion begnügen, die lich auf Zahlenberechnnng 
stützt Wie die Punkte , welche einem g^ebenen entsprechen, 
liegen, erkennt man' am leichtesten, indem man nach den beban- 
delten K^eln erst die «** Wurzel auszieht, dann zur tn*™ Potenz 
erhebt Demnach liegen die n Punkte auf der Peripherie des Kreises 

mit dem Radius r" um den Nullpunkt und folgen aufeinander im 
Winkelabstande von ^ 300", m dass sich n Punkte auf m Um- 
gänge verüteücn. Die 2-Kbene besteht also aus m Schichten und 
ist eine WindungsflSehe (ni — 1)**' Ordnung. 

Wohreud Z — ji" n-deutig ist, stellt sieh die umgekehrte 
(inverse) Function t ■» Z"* als m-deutig dar. Während also der 
einfachen j^-Gbene in der andern ein Sector Yon — 360" entspricht, 
der einfachen 2-Ebene in der andern ein Sector von — 360*^, ent- 
sprechen den m BlStttem der ^-Ebeue n Blätter der z-Ebene. Man 
hat demnach zu vergleichen eine WindungsSScbe {m — l)'"' Ord- 
nung mit einer solchen (n — 1)*" Ordnung. 

Ist der Quotient — negativ, so erledigt eich das Ganze wie vor- 
her durch Betrachtung des reciproken Werthes. 

Ist hingegen der Exponent t eine Irrationalsahl, so wird 

Z — t**^ fr (cos 9 + t sin ^)V 

— f* fcos t{<p -f 2*ä) + * sin * (v -f 2k«)\ , 

wo jedoch die unendlich vielen ganszahligen. Werthe, ^dje.^it:,anneh- 
UoUuinlUt, laogouftl* VaTwandliibknen. t 
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inen kann, stets neue Resultate geben. Die Functioa Zi^t^t 

ebenso die umgekehrte Function « «■ Z^^ ^ , ist alio unendlich 
viel-deutig. In der Z-Gbene liegen z. B. die unendlich vielen 
Punkte, welche einem gegebenen der f-Ebene entsprechen, auf der 
Peiipberie eines Kreises um den Nullpunkt mit dem annähernd zu 
l^erectmenden Radius r*, und sie folgen aufeinander im Winkel- 
abstande ^360**, oder im Bogenabstande 2xt, Der Kreis wird' also 
unendlich oft durchlaufen. Die Z-Ebene, und ebenso die «-Ebene, 
ist demnach eine Windurysfläclie von ütwndllch Juther Ordnung. 

Der Fall des imaginären Exponenten kann erst bei Gelegen- 
lieit der Esponential - Function und des natürlichen Logarithmus 
behandelt werden. Er erledigt sich durch die Bemerkung, doss 
Iß + bit 
X+Ti~{x-\- gi) 

auch geschrieben werden kann 

X+ Yi — e 

$ 7. NatDrIirher Logarithmas und Exponeotiaininctton. 

Dieses schwierigere Capitel wird voraasgeschickt, da schon in 
den nächsten Abschnitten einige Anwendungen desselben n&thig 
■werden. 

Bekanntlich ist cos 7 -{- t sin qp ^ e^', also r(co8 tp + i sin ^) 
= r . evf . Man kann demnach schreiben 

lg TrCcos 9 -f- t sin ip)'\ -= lg r -f- lg «»' — Ig r -}- 9», 

oder 

A:+ ri-=lg(x-(-y() — lg^«'-f y»-f tarctan |- • 

Hieraus folgt X ^ Igl^x* + y> « lg r nnd Y — arctan -^ ^ 9), 
Um also zn einem Punkte x-^-gi einer Ebene (der «-Ebene) den 
Punkt X-\- Yi-=\g{x+ gi) zu bilden, der in der 2-Ebene dar- 
gestellt werden mag, construire man mit Hülfe entsprechender 
Berechnung angenähert einen Punkt mit den Coordinaten 

X — lg yi^ + S' —■ Ig »" und Y — arctan ^ — V 

(der Bogen 9) ist gestreckt als Ordinate einzutn^en). Da nun , 
aber tp beliebig um 2k7t vergrüssert oder verkleiucrt werden kann, 
so erkennt mau sofort, dass Ig (x + 1^0 unendlich vieldeutig ist, 
nnd zwar mit der Periode 2st. 
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Man berflckaiohtige sun^hBt nur die WerUigruppe ohne 
dea periodisohen Zuiatz, Dann ergiebt iich, iasa den Punkten 
der ganten r-£bene die Punkte eines nnendlioh langen Flächen- 
streifens entsprechen, der durch die Linien Y^O md Y^2x 
bogrenet wird. Man denke sich diesen Horizontalstreifen durch 
Linien T^^h ~, wo £ eine ganze Zahl zwischen und n ist, in 
congmente Theile getheilt. Dies entaprioht der Einifaeilnng der 
«-Ebene durch Linien, die mit der Neigung tp mmh — vom Null- 
punkte ausgehen, in gleiche Sectoren. Der Nullpunkt der «-Ebene 
entspricht dem Bernicbe — oo des Streifens, der unendliche Bereich 
der e^-Ebene dem Bereiche -|- oo des Streifeus. 

Da ferner Xo" lg r ist, so entspricht der Eintbeilung des 

Streifens durch Gerade X^O, +,a, +20, +3o eine 

Eintheilung der «-Ebene durch Kreise lg r ^ 0, ±0, 4: 2a, .... 
oder r -=- e**, e±", et*', .... in concentriscbe Ringe. Während 
die Theile des Streifens vongruent sind, sind die Kreisriuge ähn- 
lich, denn es ist*. B. e": ^"i— c*" : c"". 

Der EintJieilunff des Streifens in JUeine Rechtecke durch liori- 
eontale und verticdle Geraäen entspricht also eine EintheHung der 
' z-Ehene durch ein StraJtlenhüscJtel und conccntriscJie Kreise um den 
Nwüpunkt in Meine rechtwinklige FlächenrÜume, die unter sich ahn- 
lich Sinti. 

Es lässt sich aber auch zeigen, dasa bei Vervielfachung der 
Becbteckseintheilung, d. h, bei zunehmender Kleinheit der Recht- 
ecke beider Ebenen die „RechtAcke" der «-Ebene mehr und mehr 
denen der Z-£beue ähnlich werden. 

Um dies zu beweisen, deuke man sich in der Z-Ebene die 
Eintheilung geschehen durch die Linien y ~ 0, b, 2b, 3I> . . . . 
und X i=> 0, + a, + 2a, + 3o, . . . ., so dass a : b das Verhalt- 
nias der Rechteckaaeiten der ^-Ebene ist. FQr ein beliebiges 
„Rechteck" der J^Ebene ist daun die geradlinige Seite von der 
Länge e"" — e^'~ '>■, wUhreitd eine der anderen Seiten ein Kreis- 
' b<^en mit dem Radius e<" ~ '>', also von der I^ge ef' - »' . & ist 
Das Verhältiiias der Seiten ist demnach «■" — e("->i'' ; e("- »)<» .6 
oder c" — 1 : fr. Nun ist aber 

«"->-0+fi+s"+ ■•■)-'-n+i;+i;+'---. 

also kann man, wenn a sehr klein ist, die h5hereu Potenzen ver- 
nachlässigen, so doBB mit zunehmender Kleinheit dos Verhält- 
niss der Rechteckaaeiten in der «-Ebene sich der Grenze a:b 



30 EntM C»iHt«t 

nähert. Die iMnm Jiecläecke beider Ebenm sind oXao UhtUieh, mit' 

Iandfm Worten: Vurdi die Function X -f- Y— ]g{« + yt) wird 
die e-JEbene in den Icleittsten Theilen ä/in2icA at^ den genannten 
Horizonialsireifen der e-Ebene übertragm. 
Ist a — &, so entsteht die Eintheilung in kleine „Ottadrate", 
wie sie in Fig. 8 fQr beide Ebenen dargestellt ist. 

Wir kommen auf diese Beziehungen noch einmal vom allge* 
melneren Standpunkte aus zurQck und bemerken nur noch, das« 
die Eckpunkte diagonal aufeinander folgender Rechtecke in der 
^-Ebene auf Geraden, in der z-Ebene auf logariHtmtscJien Spiralen 
liegen. Auch über die zahlreichen BeEiehungen ewiacheu Symme- 
trie und ReciprocitHt kann erst später gesprochen werden. 

Berücksichtigt man die durch den Zusatz 2ftni eutstehenden 
Werthgruppen , so erhält man in der ^Ebene unendlich viele an- 
einander liegende Streifen, deren jeder einer Schicht der 2-Ebene 
entspricht. Letztere ist also eine Windungsääche unendlicher Ord- 
nung mit dem Nullpuukte als Windnngspuukt. BezOglich der Ver- 
grüssernngsrerhältniiise ergiebt sich sofortj dasa nur der Einheita- 
kreis der ^'-Ebeue seinen Massstab beibehält. Die Umgebung des 
Nullpunktes wird uuendlicbfoch vergrössert, die des unendlichen 
Punktes unendlichfach rerkleinert dai^estellt. 

Die umgekehrte Function des natürlichen Logarithmus ist die 
Exponentialfunctioo e = e' oder 

Ä + yi = c^+ ^* = c^c^* — c^(coa T+isin Y), . 
flo daas 

x-^e^ coa Y, p — c^ sin Y 
ist. Um also zu einem g^ebeneu Punkte X -^ Yi den Ptinkt 

X -^ fft^c"*" zu finden, berechne man die soeben gefundenen 
Werthe von x und y angenühert, und trage sie in die «-Ebene ein. 
Das Verhalten beider Ebenen gegeneinander wird wiederum durch 
Figur 8 dai^estellt Diese Figur giebt übrigens die in der Einlei.-, 
tung angedeutete Beziehung zwischen der Ptolomäischen Polar- 
karte und der liegend gedachten Merca torkarte. 



Kann man zu einer g^ebenen Zahl x + yi den natürlichen 
Logarithmus construiren, so ist auch die geometrische Darstellung 
jedes anderen Logarithmua ermi^licht, da bekanntlich 

Log (a: + y») — m . lg (« + yi) 
ist, wo m den Modtd des neuen Logaritbmeiisyst^ina . l)<^E«f ^et. 
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Es üt abo jiur noch die geometrische Maltiplication mit dem 
reelleD öder complexeu Factor m nBthig, 

Auch die Sehlussbeiiierkang dea vorigen Paragrapheii ist hier ; 
leicht zn erledigen. Da man nUmlich za beliebigem X'^ j/i leidit '■■ 
]g(af4.yi), also au<!h (a + 6») 'bC* + SO bilden kaon, bo iat 
mau im Stande, mit Hülfe des Ober die Exponentialfanction Ge- 
sagten aucb 6''' + *'' '«i' + i'fl, d. h. (a: + ytf*** geometrisch mit be- 
liebiger Annäherung darzustellen. 



Wir brechen das Capitel fiber die geometrische Darstellung der 
elementare» Operationen hiermit ab und geben noch einige litte- 
.rarische Nachweise, 

§ 8. Lltteratur. 

„Die Rechnung mit liichUmgseählen oder die geomärisehe Be- 
liandtmig imaginärer Grössen" ist der Titel eines ausfOhrlicben 
Werkes (170 Seiten) ?on Dr. Friedrich Riecke, welches 1856 
bei Metzler in Stattgart erschienen, aber bereits rergrifien ist. 
Dasselbe giebt am Schluss auf Seite 161 bis 170 litterariache Nach- 
weise mit ausführlicheren Inhaltsangaben. Daraus sei Folgendes 
Kur Ergänzung der bereits gemachten Angaben zusammengestellt: 

Heinrich Kühn, Professor zu Dansig: Meditatioues de quanti- 
tatibuH imaginariis construendis et radicibus imt^inariis exhibendis. 
1700. (Novi commeutarii Acad, Petrop. Ill, 1750 et 1751.) 54 
Quartseiteii. 

M. Bu^e: Memoire sur les quantites imaginaires 1805. (Phi- 
losophical Transactions for year 1806. London 1806.) 66 Quart- 
Seiten. 

Gomberts: The principles aud application of imagiuary quan- 
tities, 11 Vol. London, 1817. 

C. V. Mourey: Ia vraie th^rie des quantites negatives et 
des quantites pr^tendues imaginaires. Paris, 1828. (Pag. XII. 144.) 

John Warren: A Treatise on the geometrical repreaentation 
of the Square roots of negative quantities. Cambridge, 1838. 

Franz Moth, E*Fofessor in Linz: Ueber die Anwendbarkeit 
der imagiuüren Zablfomien in der Geometrie. 1840. (Abhandl. der 
Kgl. Baierschen Akademie der Wissensch. München, Bd. 3, Abth. 1.) 
64 Quartseiten. 

H. M. C. zur Nedden: Dissertatio inaugnralis de appticatione 
uameri complesi ad demonatrauda nonnulla geometriae theoremata. 
Ooettingae, 1840, ö'" 
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Max. Uarie: Discoors snr la uatme des gTaodeuni o^tivea 
et inu^maires. Paria, 1843. Nach RiecVe nicht geeignet, „Licht 
«a verbreiten". ^ 

L. Ballanf: Beiträge wa systematiBchen DantellnDg der all- 
gemeinen Arithmetik. 1844. (Grunert'a ArchiT, Bd. 5, Seite 2D9, 
Bd. 6, Seite 409.) 

Herrmann Scheffler: Deber daa Verhältniss der Arithmetik 
ZOT Geometrie, insbesondere Ober die geometrische Bedeutung der 
imaginären Zahlen. Braunschveig, 1845. — Vergleiche auch Gru- 
uert's Archiv, Bd. 15, Seite 375, 390. 

Derselbe: Der Situationscalcnl. Versuch einer arithmetischen 
Darstellung der niederen und höheren Geometrie auf Grand einer 
abstracten AufTassung der räumlichen GrOsseu, Formen und Be- 
w^ungen. Braunschweig, 1851. 

Theodor Wittstein: Einige kleinere Aufsätze in Grunert's 
Archiv, Bd. 6 und 7. 1845. 

Wilhelm Matzka: Versuch einer richtigen Lehre von der 
Reahtät der vot^blich imi^inären Grössen der Algebra oder einer 
Gruudlehre von der Ablenkung algebraischer GrSaseubeziehungen. 
Prag, 1850. (Abdruck aus den Abbandlungen der Gesellschaft der 
Wissenschaften zu Prag.) 

Dr. Grebel: Die complexen Werthe der FundamentalfunC' 
tionen in geometrischer Darstellung. Gymnasiolpiogramm. Zeitz, 
1851. 

Dr. H. Burhenne: Zur Theorie der imaginären Grössen. 1853. 
(Grunert's Archiv, Bd. 22, Seite 43.) (Aeusseri' gewisse Bedenken, 
versucht dagegen eineu nicht begründeten Zusammenhang mit Fres- 
nel's Undulationstbeorie darzustellen.) 

G. H. Bubeudey: Ueber die räumliche Darstellung der imar 
ginüren Grössen in der Analjsis. Hamburg, 1854. 

Dtherr, Professor: Einige Bemerkungen über imaginäre Aus- 
drücke. (Crelle's Journal, Bd. 31.) 

Drobiscb: üeber die geometrische Construction der imagi- 
nären Grössen. Wien, 1848. 

Arenstein, Professor: Was sind die imaginären Grössen, und 
was ist ihr analytischer und geometrischer Sinn? Wien, 1848. 
(In den naturwissenschaftlichen Abhandlungen von Haidiuger.) 

V. Lamezan: Beiträge zur Philosophie der Mathematik mit 
besonderer Ilücksicht auf das sogenannte Imaginäre. WOrzburg, 
1851. . 

Valles: Etudes philosophiques sur la soience du calcul. Paris, 
1841. 1.^'^ 
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Faore: Euai sar la theorie et I'inteipr^tion des quanütea 
' tlites imagiDure«, Paris, 1845. 

BellaTitis: Saggio sul algebra degli inuginaril Tenezia^ 
1852.- 

Die sablreiohen LehrbUcher der niederen and höheren Ana- 
]y8ifl, die den Uegenitand dieses Capiteli gleichfalls berücksichtigen, 
Bind bier nicht mit genannt. 

UoB Werk des Dr. Rieeke ist im 1. Jnhi^ang der Zeitschrift 
für Matbem. und Physik (Litteraturzeitung, Seite 77 — 79) tou Can- 
tor eingehend besprochen worden. Derselbe führt noch an: 

Frau^ais: Nouveaux principes de la geometrie de position, 
in Gei^nne's Annales des math^matiques , Tome IV, p^e 61 
(anne'e 1813). 

Auch wird noch bemerkt, dasa Cauchf in einem AnfBat7.e in 
den Comptes rendus de l'ocad^mia des sciences (Tome 29, 1849, 
pi^e 250): Sur lea quantitüa geometriques , bezüglich eines Thells 
der Itesultate dem Mr. Henry -Dominique Truel die Priorität zu- 
spricht^ der sie ums Jahr 1810 dem Mr. Augustin Normand, Schif^- 
constructeur zu Havre, mitgetheilt habe. 

Ueber die geometrische Dar8t«Uung der Werthe einer Potenz 
mit complexer Basis und complexem £xpönenten vergleiche mau 
den entsprechenden Aufsatz von Durege im 5, Bande der Zeit- 
schrift für Matbem. nnd Physik, Seite 345—361. — 

Ausführlicheres Ober die Abbilduug mittels des natürlichen 
Ixigarithmus gab der Verfasser im 16. Bande der ZeitschriT''' fQr 
Mathem. und Physik, Seite 269-289, Über die Abbilduug mittels 
der Quadratwurzel im 21. Bande derselben Zeitschrift, Seite 325 — 
363; über die Abbildung mittels der Function Z — pT im Grelle- 
schen Journal, Bd. 83, Seite 38—43, ausserdem noch in der Zeit- 
schrift für Mathem. und Physik, Bd. 26, Seite 231—256. Die geo- 
metrischen und sonstigen Consequenzen der behandelten Methoden 
kommen später zur Sprache. 

Der Zusammenhang des Siebeck'schen Puuktcalcüls mit der 
tirassmanu'schen Ausdehnungslehre wird in der entsprechenden 
Abhaudlung von V. Scblegel in der Zeitschrift iür Mathem. und 
Physik, Bd. XXIV, Seite 83 (Jahrgang 1879) erörtert. 

Man vergleiche auch S- üUnther: Operative Arithmetik der 
tiittersysterae, Zeitschrift für mathem. und naturw. Unterricht, XIII, 
Seite .3 f. u. 93 f. Auch dort findet man zahlreiche Litteraturnachweise. 



Zweites Capit«L 

Die VerwandtBchaften der Congruenz und Ärmlichkeit 

%9. Die AbMlduDg Z — m + c. 

Im vorigen Capitel handelt« es sich, von einigen Andeutungen 
abgeseben, nur iim die Conslmctäoa einzelner Punkt«. Von jet zt 
a b werde n a^'n™*1'Vt"'--P""irf*- -«—»*■»■ Ebeneg^diirch ei ne Function 
in gegenBeitige_BezieligDg_ges§tZilb I^«r einfachste Fall ist der der 
Function Z -^ t-i- e, wobei Z und e variabele complexe Gr&saeu, 
e eine complexe Constante bedeutet. Da jedem Punkte Jl| der e- 
Ebene ein Punkt ^, •— «, -i- c der Z-£bene entspricht, der nach ' 
der AdditioQsregel durch Verschiebung um die complexe Strecke c 
gefunden wird , so eiUspricht jedetn geometrisclieH Gebilde der e-Ebene 
ein congruenies der Z-Ehene, ««r ist lettsteres der ParaBdverscltiebung 
um die complexe Strecke c tatterworfen. 

ßpSter wird sich zeigen, dass die Congrues eine Folge des Um- 
Htaudes ist, dssa der Differentialquotient der Function J -f- c den 
Werth 1 hat 

% 10. Die Abbildaiigen 2 ~ < (coa « + t sin «) 
und ZaB£(cos (c-f- i'ain o) 4- c. 

Bei der Abbildung Z — « (cos tr -{- j sin a) entspricht nach § 3 
jedem Puukte r, der «•Ebene ein Punkt Z, ^* c, (cos a -)- { sin o), 
der durch Drehung seines ßadius um den Winkel a gefunden, wird, 
während der Radius selbst uugeäudert bleibt. Bei der Abbildung 
Z ^ t (cos n 4t * Bin a) -\- c tritt zu dieser Drehung um deu Null- 
pankt noch eine Parallelverschiebung um die complexe Strecke c. 
Bö. heidet\ Abhildungen bleibt tciederum die Cot^rttent der geome- 
trischen Gäiilde m^halten^ eine Folge davon, dass der Differential- 
quotient den Werth (cos a 4- j ein «), also den absoluten Be- 
trag 1 hat — 

Bei dem speciellen Falle Z— — « wird, da — 1 — (cos 180* 
4-1 sin 180«) ist, eine Drehung am 180° herbeigeführt.' Dasselbe 
Resultat erhält man durch Umklappen der «-Ebene erst um die 
reelle, dann um die imaginäre Axe. -^ Die in beiden. Abschnitten 
behandelten Abbildungen geben Verwanätachaflen der Congrttetu. 

%. 11. Die Alibildungen Z^^ee und Z — 0« 4- c, . 

Ist c zunEchst reell, z. B. ^ 9, lo geht nach g 3 durch die 
Abbildung Z ■-<.-;: jeder Punkt «, dem-Ebene über in einen Punkt 
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SS^ V (f, der Z-Ebene, deuan Abweichung dieielbe ist, wfthrend 
der Radius im Verhältnin 1 : p TergrSssert ist. Die geometrischen 
Gebilde der «-Ebene gehen also Aber in äJuiliehe wxl ähnlich lie- 
gende Gebilde der Z-Ebene, die m BeMvg auf dm NüUpattkt per- 
8pedivis(Ae Lage gegen die ursprüngliche» haben. 

Ist hingegen c^ ff (cot a -f- * sin «), so wird der Radios jedes 
Punktes im Verhültniu 1 : ff vergrSssert und ausserdem am den 
Winkel a gedreht. Die AehfdiclikeU der geimuMschen Gefilde Itleiht 
erhalten, jedoch erseHtävt die gante Z-Ebene gegen die e-Ebene um den 
Winkel « gedreht. 

Die Function Z ^^ ca -i- Cf unterscheidet sich von der vorigen 
nur insofern , als zar VergrSaserung und Drehung noch eine Paraltel- , 
Verschiebung um die Strecke c, tritt. 

Alle Abbildungen dieses Paragraphea geben also Verteandt- 
schaften der AeJmlichkeit. 

Bemerkenswerth ist Folgendes; Der Differentialquotient tob 
Z -— CM -\- Cf = ff (cos ff -|- i sin «) . s-f- C| iatc— ^(coaa -{-isina). 
San absohiicr Jietrag f entspricht also dem Verbältnisa der Ver- 
grö$sa^ng, wäJircnd die Abweichung a die Verdrehung der etUspre- 
chenden Gebilde gegen dnamler angibt, 

Aufgabe: Die «-Ebene soll ähnlich und so auf die 2-Ebene 
(Ibertragen werden, dass zwei gegebenen Punkten «, und «, zwei 
g^ebene Punkte if, und Z^ entsprechen. Welches ist die abbil- 
dende Function? 

Man bestimme c und c, ans den Gleichungen Zi ^ Cf| -)- Ci 
und if, — c*, + c,. Es ergiebt siehe— ^«~^, "i— ^75~- 
Dies ist einiusetxen in die abbildende Function 2 ki cf -f- Cj . 



Drittes Capitel, 

Die Abbildung Z= j und die Inversion oder Transforma- 
tion mittela reciprokor Radii vectores, 

% 13. Allgemeiner Charakter dieser AbbildiiDg. 

Ehe allgemeinere Sätze über die conforme Abbildung ausge* 
sprechen werden, werde das yerstünduiss derselben vorbereitet 
durch ausfOhrlichere Behandlung einer leichteren Transformation, 
bei der ee sich nicht mehr um rolle Aehnlichkeit handelt. Es ist 



die Abbildtmg Z»- -^, die, abgesehen tod eioem Umklappen um die 
reelle Axe, Obereinsttmmt mit der Inverwm t^aeAhbädtmgmittelt 
i jCclmoker liadti veäores, und. von der man leicht zu der von M3- 
b i g 8 "eSgefoKrteif SretsverwaHd tec/tg/t Qhergehen kann. DJeaelbe 
ist von hervorragender Wichtigkeit fflr zahlreiche Probleme der - 
reinen und angewandten Mathematik. Um in die venchiedeDen 
Methoden einzuführen, deren mau sich bei Abbildungsaufgaben be- 
dienen kann, werden einige Sätze auf mehrfache Art abgeleitet. 
Bei der vorliegenden Abbildung ist zunächst 

oder 

WOZU man § 3 vergleiche. Jedem Punkte der ^Ebene, dessen Smu 
durch r und fr bestimmt wird, entspricht ein Punkt der Z-£bene 
mit dem Radius JI => - und dem Richtungswinkel S ^ — 9. Fände 
nicht dieser letztere Yorzeichenwecbsel statt, so wäre die Abbildung 
identisch mit der Inversion. Zu letzterer tritt eben noch elo Um- 
legen um die reelle Aze. 

Statt E gemäss der Proportion r ; l ^* l : E zu construiren, 
kann man auch folgenden Weg einschlagen: Man ziehe von dem 
gegebenen Punkte aus, wenn er ausserhalb des Einbeitskreises liegt, 
nn den EiulieitKkreis Tangenten und einen Durchmesser und be- 
nliniiiiii nur 1<'tKL>'i'('iii <t<m H(-lii)iM|iii)ikt mit d«*r lli<r(lhnttigHKu1iiio 
buidvr Tuiigeiituii. 'Aa divHcm l'uiiktu niuns iiucli Jim HiiiogtOhiUl 
^gcgvn die reelle Axo gebildet werden. So sind z. U. iu Fig. 0, A 
und A, reciJ)roke Punkte iu unserem Sinne. Der lleweis beruht 
darauf, dass nach Pythagoras OE^ » WH .70, also, da "UÜ «• 1 ge- 
setzt wurde, OB — j-^ ist. 

Auch sei daran erinnert, dass A, C, B and D bannonische 
Punkte sind. Auf die hieraus folgenden üoDstruetionen , die be- 
kanntlich nur das Lineal erfordern (vergl. den Satz vom vollstän- 
digen Yierseit) und auf den Zusammeubang mit der Theorie von 
Pol und Polare sei nur kurz hingedeutet. Liegt der gegebene Punkt 
innerhalb des Kreises, so ist die Construction ebenso leicht. 

Jedem Punkte des unendlichen Bereichs der «-Ebene entspricht 
der Nullpunkt dei Z-Ebene, ebenso jedem unendlich fernen Punkte 
der Z-Ebene der Nullpunkt der «-Ebene. Die Ausdruoksweise ver- 
einfacht sich aber, wenn man annimmt, es gebe nur einen unend- 
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lieh entfarnti*" P"nV* i" jader Ebene, eine Anscbanung, die lich' 
vielfach mit Nutzen Terwerthen ISsat*). Dann entspricht jedem 
Punkte der einen Ebene ein und nur ein Punkt der andern. Die 
Verwandtschaft ist also eine eindeutige. 

Da flbrigens ans ^ ■» - folgt; < — -p, ro gilt alles von der 
j-Ebeue Gesagte auch von der ^Ebene, die Verwandtiohaft gehBrt 
demnach bu denen, welche v on S iebeck als mcgJMj'flgtaJW-beBeicbnet 
werden, die also ohne Aeuderung umkehrbar eind. 

Dem 1'", 2*", 3*", ^^'i Quadranten der f-Ebene entspricht be- 
zQgtich der 4**, 3", 2**, 1** der .Z-Ebene, Jeder Kreis mit Ra- 
dius e um den Nuüpunkt d» einm Ebene geht über in einen Kreis 
mit Radius ~ um den Nullpunkt der andtm, der jedoch in mtgegen-, 
gesätem Sinne durcMaufen wird. Dem geradlinigen Wege von 
MOCÄ oo mit der Neigung * in dir einen Ebene ent^richt der gerade ' 
Jkiige Weg «on oo nach in der andern, dessen Neigung, von 
aus gerechnet, gleich — fr, von oo aus gerechnet, gleich 180" — d 
ist. Beispielslialber entsprecbeu sich die positiven Tbeile der reellen 
Alten, ebenso die negativen. Auch die beiden Einheitakreise ent- 
sprechen einander. 

§ 13. Annlytische Beziehungen zwischen beiden Ebenen. 

Analytisch lUsst aic^ das gegenseitige Entsprechen der concen- 
trischeu Kreise um deii Nullpunkt beider Ebenen und der Strahlen- 
bfUvhdl diii-üli (luniulliuii fiitgontbiriiiiiNifuii ahlnituii. 

A„. J£+l'(-.Hl„,-«.;^-.-.,.iy 
folst X - r< - '^^ - ^-^^ - i^- 

Multiplicatiou auf beiden Seiten giebt aber 

XI -I- r' — ~gt . woraus wie oben folgt 3) ü * ^ •- 

Durch Division hingegen erhält man 

X-\-Yi x-ji 
:s_ri— FT»*' 

wofür man schreiben kann ;p lg ^"^^ ■" ~ ät 'S «? «t ' 
Nach § 7 war aber 

*) Hiebt* hindert ans, diu der Betrachtung unteiworfene endliche Stttek 
der Ebene als 'fheil einer uneudlicb grouen Kugel itii betncht^i.41e. jtlM in 
Unendlichen geaehlouen iat. '- 
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lg (* + yO — 's »^x* + y' + » arctan f i 

also aucli 

•g {* — yO — te K«' + y* — • «ct«i ^, 

BO daas durch Subtractiou folgt lg ^^!p i^ 2i arctan ^ , ,,^' - 

Hier ist von dem periodischen Zusätze + i* abgesehen, Anwen- 
dung dieser Formel auf die vorher entwickelte Gleichung giebt also . 

arctan v *~ — arctan ^ • 

Arctan „ ist aber der Ricbtungawinkel einer Geraden durch den 
Nullpunkt, so daas man auch schreiben kann 

4) ©__*. 

Dieser fOr nnser Beispiel allerdings etwas complicirte Entwieklungi- 
gang wird noch häufiger Anwendung finden. 

In beiden Ebenen entsprechen sich folgende Currengruppen : 

5) f(S,e)-^0 nnd/-(i, (-*)) — 0, 

6) f{X, T)-0 »''^f{^ Fq5*)-^' 
1) f[(X+Yi), (2-r0]-O und;r(_|_.; ^)-0. 

Rechts und links kann man die grossen und kleinen Buchstaben 
mit einander vertauEchen. Besonders die letzte Gleichung gestattet 
häufig elegante Anwendungen. 

§. 14. In weif he CDrTe\ verwandelt sieh der Kreis P — « 
am den Pnnlct (a + &*) der Z- Ebene! 

1. Methode. Die Gleichung des genannten Kreises lautet.-- 

oder 

[X + r» — (a + 60] . [X - Yi~(a — h%)] — c». 
Nach der letzten Gleichung des vor^n Abachnittcf geht sie durch 
unsere Abbildung Ober in 

[iTili - (° + »•■)]■ [i^- -(»->•■>]- ''• 

Hier mache man jede Klammer gleichnamig und sondere j - ^ -% resp. 



i^H ab. Setitt man dann noch ^^ stMt -4nr »"^ ^t^ 
statt r^-xj ' "* «■'billi "lAB 

S|?['-=4i'+'(»+s4j.)]['-54i'-'(»+.-4m)]-«'. 

oder endlich 

Hier ist die eckige Klammer dos Quadrat eiueg Radiiu vector r|, 
der von dem Puncte Vr-n ^ :^-i-r' ^atih dam Teräsderlicben Pnnkte 
x-^yi gezogen ist. Setxt man noch icV+ jr' •-■ r*, so findet «ch 
als Uleichung der Curvs, die dem Kreise P «> c um a + bi ent- 
spricht nach Ausziehnng der Wnrzel 

8) 5^0* + *' — c. 

Bekanntlich ist aber ^ -* iT die Gleichung eines Kreises, der Cmrre 
des constanten Quotienten zweier Uadii vectores. Jedem Kreise äer I 
Z-Ebenc cnt^mchl also ein Kreis der z-Ehette, und umgekeliü fmdetl 
dass^)e statt. \ 

Bemerkenswerth ist, dass die Ausgangspunkte der Radü vec- 
tores r und r, die Reciprokon der Punkte oö und a -}- &> sind, 

2. Methode: Mau setze in die Gleichung P^c oder 
(X - o)' + (T- 6)' — c» 
oder 

ü» — 2Ü(a cos e + 6 sin Ö) — c' — (a* + 6') — — P 
(wo P die Potenz des Nullpunktes in Bezug auf den gegebenen 
Kreis, ateo entweder die Taugente vom Nullpunkte aus, oder die 
kQrzeste Sehne durch denselben bedeutet] ffir X und Y nach g 13 

die Worthe ^^rx"^ ""^ i?5^' '^P* ^'^ ^ "°*' ® ^^^ Werthe ~ 
nnd — &■ ein. Nach leichten Umformungen erhält man z. B. als 
Gleichung der gesuchten Curve 

oder (.-5)' + (, + ,i)'_-±^-^_g, 

also die Gleichung eines Kreises mit Radius ^ -=■ ^ , 5, — ■ , um 
den Punkt —^ — ^,y^''^^, ■ WicMg ist, dass an Stelle der 
Potctis f die reciproke Potenz ^ getreten ist. 
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3. Methode. In Fig. 10 sei A der g^abene Kreit, OA •-■ «, 
OP^Ci, 0^1 — i, OPy — j, aUo, da ^ : i — e, : e ist, Dreieck 
OAP-- 0^,P,, folglich auch OPy : X,P, — OX : ^P. Da end- 
lich ^p ^ - conatant ist, wenn sich P auf dem gegebenen Kreiae , 
bewegt, 80 ist auch -^-J- ■■ ^ Gonstant,d.h. dereutaprechendePunVt 
P, waadert auch auf vtuem Kreise, Setzt man OP^^r, A, P, aBr, , 
80 ist also ^ ^/fl» .^ ft* ^ c die (jrteichung des Kreises, was obigem 
Resultate entspricht. Es entsprechen sich also nicht die Mittel- 
punkte beider Kreise, sondern dem Mittelpunkte A des einen ent- 
spricht der durch die Polare des Nullpunktes bestimmte Punkt Af , 
so dass die liarmoniscJien PutüUe DAEcx» in die harmonisclten 
Pvi^tteDfAyE^O iihergclicn, ein Satz, der sich verallgemeinern 
lässi In Fig. 10 ist äusserer Aehulichkeitspunkt beider Kreise, 
was stets stattfindet, wenn der gegebene Kreis den Nullpunkt nicht 
umschliessL Aehnlich ist die Figur, wenn er den Nullpunkt um- 
schliesst, wobei jedoch der Nullpuukt zum inneren Aehnlichkeits- 
pnnkte beider Kreise wird. Nimmt man schliesslich, um völlige 
Debereinstimmung zu erhalten, das Umklappen um die reelle Axe 
vor, so überzeugt man sich leicht, dass jeder den Nullpunkt aua- 
Bchliessende Kreis durch die Abbildung Z -= - in einen eben sol< 
chen Obergeht, der in gleichem Sinne durchlaufen wird, und zwar 
entsprechen sich Inneres und Inneres, Aeusseres und Aeusseres 
beider Kreise. 

Umschliesst hingegen der erste Kreis den Nullpunkt, so um- 
schliesst ihn auch der zweite, jedoch wird letzterer im entgegenge- 
setzten Sinne durchlaufen, und das Innere des einen entspricht dem 
Aeusseren des andem. 

Man entnehme daraus folgende, fQr das SfMltere wichtige Bemer- 
kung: Umwandert man den ersten Kreis so, dass man das abzu- 
bildende Gebiet zur Linken hat, so hat man bei der entsprechenden 
Wanderung auf dem zweiten Kreise das betreffende Gebiet gleich- 
falls ZOT Linken. Die Bewegung geschieht überhaupt bei allen ein- 
auder entsprechenden Begrenzut^en so, dass man sich auf dem 
gläclmamigen „ Ufer" der sich entsprechenden Fläclten hefindti. 

Dem Kreise durch die drei Punkte a, -(- hyi, o, + 6ji, o, -|- 6j» 
entspricht der Kreis durch die drei Punkte — r-£-i ——ri.— i — r-r-- 
Ist der eine der drei ersten Punkte der unendlich ferne, d. h. ist 
der erste Kreis eine gerade Linie, so muss der letztere durch den 
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NoUpankt gehen. lat die Neigung der Qenden gegen die positiTe 
reelle Axe a, so wflrile durch InreniOQ ein Kieia entstehen, der im 
Nullpunkte die reelle Aze unter dem Winkel a schneidet. Durch 
uiieere Abbildung entsteht also ein unter — a schneidender Kreix. 
Daraus lilsst sich sofort die IsogonalitSt der Verwandtschaft folgern, 
die in § 15 wirklich abgeleitet wird. 

§ la. Wns entuprlclit der Gerndeu ^ mmy dnrcli den Punkt 
a -|- &j? — iNogoiulltftt. 

Die QleichuDg dieser Ueraden ist 

y~ -• tan Y , oder arctan y~ ^ y, 
wofQr man nach der oben entwickelten Formel schreiben kann 
1 ,„ (X-a)-K< r-6)_ 1 ,„ {X+ ro^(?j+tO „ „ 

8 » » (X - o) - i ( y - i) Si ^ (X — 1"») - {a~bi) '• 
Durch unsere Abbildung geht dies Ober in 



// 



., .+»i .-,. .-TW -(» + »"_ 



zu setzen, so doss mau erhält 

at — y. — ^^-^,^.. -j-^-^j 

oder, wenn man mittels obiger Formel wieder zu dem arcns tangeus 
Übergebt, 

arctan ^ arctan t_f- arctan - — y. 

* — iT+M 
Links stehen die Richtungswinkel der Radii vectores, die der Reihe 
nach von den Punkten -r^-a — . • -ms " — rT- ""d Null nach 
X + yi und yon Null nach a-\-bi gezogen sind, so dass man 
schreiben kann . 

I., _..,...Goo;;lc 
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9) #,_»+«_,, 

oder &, — &m~y — a. E!a handelt sich also um eine Curve am* 
stanter Differenz der Neiffungswinid tJer Rad» vedores, d. b. con- 
staateu FeripheriewintelB, also um einen KreU durch Null und . . . 
mit dem Ferip}ierieu>inl;el y — a Qber der durch diese Punkte be- 
stimmten Sehne. DarauM, wie aiicli ans der Schlussbemerkung des 
vorigen Abschnittes folgt, dass der Ereia die reelle Axe im Null- 
pankte unter dem Winkel y schneidet u n d d enselben Winkel-fiber 
i hr aM m- P e r iph ef i a w i flk e l -littt; VgJ. Fig. 11. 

Aus diesen Betrachtungen läset ucb Folgendes Bchliesseii. Der 
Winkel BAC zwischen zwei Geraden, Ton denen die eine durch 
den Nullpunkt geht, wird bei der Abbildung Z ^- ein Winkel von 
derselben Grösse zwischen dem entsprechenden Kreise und der ent- 
sprechenden Geraden, d. h. zwischen letzterer und der Taugente 
des Kreises. Dasselbe gilt von der Geraden AO und jeder andern 
Geraden durch A. Folglich ist der Winkel zwischen zwei belie- 
bigen GeradbQ durch A gleich dem Winkel, unter dem sich die 
beiden entsprechenden Kreise in Null und^ii, schneiden. Schneiden 
sich abo zwei beliebige Kreise unter irgend einem Winkel k, so 
schneiden sich die entsprechenden Kreise gleichfalls unter dem 
Winkel /.', denn an Stelle der Kreise kann man die Tangeuten im 
Schuittpunkte setzen. Also: Je stcei Kreise (oder Gerade) der z- 
Ebene schneiden sich unfer dentsclhea Wifikd, mc die mt^recJtenden 
der Z-Ebene. 

Die Abbildung ■^=-| giebt demnach eine isogonale Venoanät- 
sclioft. Kleinen Dreiecken der eineu Ebene entsprechen ähnliche 
und ähnlich liegende kleine Dreiecke der andern, d, h. die Abbil- 
dung ist conform. Nur die Umgebung des Nullpunktes ist hiervon 
auszuschliesseu , denn kleine Dreiecke, die diesen umgeben, werden 
iu unendlich grosse Fläehen''*Qcke verwandelt, zu denen der unend- 
liche Punkt gehört 

Man hätte, um zu diesem Resultate zu gelangen, einen kür- 
zeren Weg einschlagen können. Der gewählte hat aber den Yortheil, 
direct auf folgende analytische Beziehung zwischen beiden Ebenen 
an fahren: Da de.n Kreise P'=cum den Fun/U a-{-bi der Z-Ebene 

'der Kreis -' j^a' + 6' =^c, der Geraden — y durch diesen Punkt 
der Kreis fr, — fr + a ^ y entspri^d, tco r, «ntl r ItadÜ vectores 
sind, die von , ■ . und amgelien, tedtircnd fr, und fr ihre Net- 
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gungawinid sind und a ■> ardan - ist, 80 mtigtrechm sich in heidmt 
Ebenen die Curven 

10) f{P,S) — andf(^^y'ä*~+^, (#,-* + «)) — 0. 



§ Itt. Die BleirenUreoordliuten und Ihr Zusammenlisiie 
mit den Polareoordinaten. 

Nach vorigem Abschnitt geht dos StrahlenbOachel durch einen 
Paukt a -j- bi (d. h, das EreisbQschel durch die Punkte a ^- bi 
nnd oo) und die ortht^nale concentrische Kreisscluar durch die 
Abbildung Z^- ia eine andere Doppelschaar von Ereieen Ober, 



die ortltoffOnaie KreisscJuua: Dass die beiden neuen Kreiagruppen sich 
rechtniaklig durchaetzea, folgt nämlich sofort aus der Isogonalitüt 
der Vernaudtschaft; auch erkennt man leicht, dass jede Scliaar fQr 
sieb eine solche gemeinschaftlicher Potenzlinie ist, lieber diese Kreis- 
scbaaren 'vergleiche man die i^ehrbücher der synthetischen Geometrie ' 
und die geometrischen Betrachtungen von Steiner im l. Bande des 
Grelle' sehen Journals. 

Femer folgt, dass jedem KreisbÜscbel durch zwei Punkte 
a -\- hi und a, -|- &,i der j;-£bene nebst orthogonaler Kreisschaar 
ein Kreisbüschel der Z-£bene durch die Punkte — r-r-- und — r-:-- 
nebst orthogonaler Kreisschaar entspricht. Welche Individua aber 
in einander nbergehen, erkennt man aus der gegebenen analjrtischen 
Beziehung. Dem Kreiabtlschel 

durch die Punkte a -|- &t ud Oj -f- &i * '^^^ Z-Ebene z. B. entspricht 
nämlich nach Obigem das Büschel 

(v -* + «)- U -* + «,)-. y, 

oder, da die & sieb heben, das BQschel 

(v — z) + C« — «i) — y 
oder f) — t^ y — (« — «i) durch die Punkte , . . und — -jjr^ 
der 2 -Ebene. 

Ebenso geht die Kreisschaar q ^^ e, welche zu dem BOscbel 
orthogonal ist, über in die Kreisschaar ^'':' ,^'- 

Bolimallai, iHgouU VnWkBdUobkftaB. S 



v+v * 

: and 4 — X alt üoorttiuateo, 
BO dass jeder I^inkt der Ebene durch die beiden sich in ihm schiiei- 
(lenden Kreise fisirt vird — ein CoordinatenBjBtem , von dem dos 
der Polarcoordinaten ein specieller Fall ist, and welches man !»• 
qaem als das der Bicircular-Coorditiaten bezeichnet — so hat man 
zwischen den beiden Ebenen noch folgende Coordinaten* Relation: 
Es ent^reclien sich die Curven 

1») /■[!, (*-X)]-0 und 

ujöbei die Itadü vcctores p und q, deren Neigungen durch 9 und % 
dargestcUt werde», von den Pun^n rujrj und , . . ausgehen, 
. iPCTiii die Jiadä vectores P und Q, deren Neigungen und X sind, 
vtm a -\-hi und «i -|- &, i ausgeJicn. 

S 17. läothermische Elutheilung der Kbene mittels 
der Bicirculareoordinaten. 

Als isothermiscJies Coordinatcnsgstem bezeichnen wir aus später 
za er^rtemdeii GrQudeii ein solches, durch welches die Ebene in 
ein System rechtwinkliger FlächenstQcke eingetheilt werden kann, 
die mit zunehmender Kleinheit der Aehnlichkeit zustreben. Ein 
solches System ist das der concentrischen Kreise und des orthogo- 
nalen StrahlenbQschels, bei dem sogar vollkommene Aehnlichkeit 
der Ideinen „Rechtecke" erzielt werden kann. Aas dem isogonalen 
Charakter der Abbildung Z~-j geht hervor, dass die Transfor- 
mation einer solchen Rechteckeeintheüung auf eine Doppelscbaär 
von Kreisen führt, die sich nicht nur rechtwinklig schneiden nud 
demnach „rechtwinklige" FlächenTÜume geben, sondern bei denen 
diese kleinen „Rechtecke" mit zunehmender Kleinheit der Aehnlich' 
keit Eustreben, Dies giebt uns also ein instructives Beispiel con- 
former Abbildung, welches, wie scbou früher erwühnt, von beson- 
derer Bedeutung für die Kartographie ist. 

In § 7 war nun gezeigt, dass mau die „ähnliche Rcchtecks- 
einthciluug'-' mittels des StraliWribQschels durch eiuen Punkt a -^ hi 
und der conceutrischoii Kreisschaar erreicht, wenn man. die Radien 
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in geometriacher, ihre Neigungen in arithmetischer Reihe aufein- 
ander folgen Unat, z. B. mit HOlfe der Reihen 

, C-", e-*'f «-", «•, e", e*", e'", . . . 

.... — Sy, — ^y, —y, 0, >■, 2y, 3y,.,.i 
folglich erhUlt man die iaothermiiche Eintheilung mittelt des ent- 
sprechenden KreisbOschels durch und / . -., nebst orthogonaler 
Kreinschaar, indem man den AusdrQcken 

J^/ürqTfci und (*,-* + «,) 

Werthe giebt, die dieeen Reihen folgen. Dies gilt dann von jeder 
ortht^onalen Doppelschaar von Kreisen, so daas man folgenden 
Satz hat: 

Das Kreisbiiacltel tp — f^ Y Aureh ttoei PUfOcte a-\-hi vnA 
a, + i,t und die orUtogonale Kreisschaar ^ — «" oder (y £ — « 
tJieUen die Ebene in ein Sjfstevt von der Admlickkeit tustrebendm 
Rechtecken ein, sohcdd a und y die Wertlie von Gliedern arithme- 
tischer Seihen annehmen. 

Die Werthe a und y heissen die isolhermisclien Parameter dieses 
Curvensyskins. 

\at tt •= y, so erhält man nach § 7 die Eintheilung in kleine 
nQuadrate". Diese Eintheilung ist in Fig.- 12 auf Tafel III durch- 
geführt und zwar mittels der Werthe 

— 3« —8« — « n * ^ ^ 
■ ■ ' ■' 8 ' 8 ' » ' ' 8' 8 ' 8 ' 

Die t^gur zeigt zugleich , wie bei der Abbildung Z « - die Ereis- 
scbaar und das Strahlenbaschel um resp. durch den reellen Punkt 
-|- 1 in ein Kreisbüschel durch 1 und hebst orthogonaler Kreis- 
schaar verwandelt werden. Die sich entsprechenden Quadrate siud 
kenntlich gemacht. U resp. sind die Nullpunkte, 

Man erkennt bei der neuen Rechteckstheiluug sofort Folgendes: 
Von drei aufeinander folgenden BUschelkreisen sind Jer erste und 
dritte reciprok in Bezug auf den zweiten, denn die Inversion ver- 
wandelt einen Kreia, der den spiegelnden Kreis schneidet, in einen 
andern, der diesen unter demselben Winkel schneidet. Ferner ist 
jeder Kreis der Schaar gegen jeden beliebigen des Büschels sich 
selbst reciprok, weil es keinen andern giebt, der den spiegelnden 
in denselben beiden Punkten orthogonal schneidet. Wie also die 
ganze frühere Zeichnung aymmetriscb gegen jede» Strahl war, 5« 
ist die jdiige reciprok gegen jeden Kreis des Biiscitels. ^jDie Abbildung 



36 Dritt4» Ci^iitel. 

^— - verwandelt alM Ptit^ und Qehil^, die gegen eine beUät^ 
Gerade s^mclrisck liegen , in solche, die g^en den ent^reehenden 
Kreis reciprol: stiid. 

Ebenso giebt die Spiegelaog gegen einen Ereia der Bchaar jeden 
Bfischelkreis durch diesen selbst wieder, jeden Ortbogonalkreii also 
durch einen andern, und da die Aehulichkeit in den kleinsten 
Theilen gewahrt bleibt, so folgt, dass auch je drei aufeinander fol- 
gende Kreise der Schaar sich so verhalten, dass der erste, gegen 
den zweiten gespiegelt, den dritten giebt Die Abbildung Z mm- 
veneanddl diwitäcli Gebilde^ die gegcit einen beliebigen Kreis rceiprok 
situi, in soUHte, die gegen den entsprccJiciulm Kreis reciprok sind, 

Sitid dcinnadt eicei aufeittander .folgende Kreise des Büscitels 80^- 
ux^l, tcie der Schaar, mWcürlicJt gegebe», so Uisst sicJi die gante 
Bechfeekseinthcilimg elementar vcrvollständigeti , indem mau die Inver- 
sion auf einen der Kreise und der Reihe nach auf alle entstandenen 
anwendet. Man kann die EccJifcclcsiheilnng auch en beliebiger Klein- 
hit der Flächaithciklicn fortseizcn, indem man z, B. BCiscIielkreise 
einsclialtet, welche die Winkel zwischen aufeinander folgenden 
Büschelkreisen halbiren, und femer Kreise der Sehoar einzeichnet, 
die man durch folgende Ueberlegung bestimmt: 

In Fig. 13 sei A ein Kreis des Büschels, 1 und 2 seien zwei 
aufeinander folgende der Schaar. Es soll deigenige (3) eingeschaltet 
werden, durch dessen Spi^elung Kreis 1 in den Kreis 2 Übergeht, 
Sind also E und F die Schnittpunkte des BOschelkreiaes mit 1 und 
3, 80 muss £F durch das Centrum des gesuchten Kreises gehen, 
der also mit Hülfe der tou M aus zu legenden Tangente leicht zu 
constmiren ist 

Beiläufig ist der Satz gewonnen, dass, wenn durch Spiegelung, 
gegen einen Kreis ein zweiter in einen dritten verwandelt wird, die 
drei Kreise gemeinschaftliche Potenzlinie haben. Spiegelt man ferner 
die gesammte Figur gegen einen der Kreise, wobei sie sich nicht 
ändert, so ist dos Centrum dieses Kreises Aehnlichkeitspunkt fQr 
je zwei sich entsprechende, äusserer für die diesen Punkt aus- 
schliessenden, innerer gegen die ihn einscblieasenden Kreise. Aus 
letzterer Bemerkung folgen zahlreiche Beziehungen. Wielttig ist, 
äass die St/mniefrieverhaltnisse, die bei der toirkliclien JtedUecisein- 
Bieilung durch Parallclcnsdiaaren auftreten, in BeeiprocUätsvcrMU- 
«äse übergegangen sind. 

Djt.z.dayGOOg[C 
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8 18. Einige geotnetriHbe Folgernngren. 

Um zu leeigen, wie mit Hülfe der iBogooalen Verwuidticliafteii ', 
auB bekanDten Sätzen der Geometrie neue abgeleitet werden kSunen, i 
u5gen einige elementare Betrachtungen eingeschaltet werden. 

l.'Alle Kreiie, welche zwei aich schneidende Gerade berOhren 
und Ton denen jeder den folgenden berührt, schneiden jede üerade, 
die mit den beiden andern durch denselben Punkt geht, unter 
coustantem Winket, und ihre Berühmngsimnkte liegen auf der 
Wiukelfaolbirenden, gegen welche Symmetrie stattfindet 

Durch die Abbildung dieser Figur mittels der Function Z mm -• 
folgt: Kreise innerhalb einer Kreissichel, welche diese und sich ^ 
unter eiunnder in obiger Weise berOhren, werden von jedem Kreise ; 
des zur tiichel gehörigen BOschels unter coustantem Winkel ge- 
Bchuitteu und haben ihre Berührungspunkte auf dem die Sichel- 
winket halbirendeu Kreise, gegen welchen Keciprocität stattfindet. 

Leicht folgt auch, dosa die Kreisreihe, welche eu der dem 
Nebenwinkel entsprechenden Sichel gehört, als BerUhrungskreis den 
Orthogonalkreis des vorigen hat. 

Die Mittelpunkte der Kreisreihe liegen nicht auf dem BerÜh- 
rungskreise, wohl aber die Folpunkte fUr die BUschelpunkte. 

2. Die Reihe von Berllhrungskreisen im coucentrischen Kreis- 
ringe hat folgende Eigenschaften; Die Berflhrungspunkte der auf- 
einander folgenden Kreise liegen auf einem Kreise , gegen welchen ' 
Beciprocität der gesammten Figur stattfindet; concentrische Kreise 
KU den beiden ßingkreisen schneiden die Kreisreihe unter coustantem 
Winkel; schliesst die Kreisreihe nach einem Umgänge, so schliesst 
sie stets, wie man auch deu ersten Kreis der Reihe legt Dasselbe 
gilt beim Schluss noch mehrmaligem Umgange. 

Durch die Transformation Z^^ - geht die Figur in einen ex- 
centrischen Kreisring Über, die Reihe der Berührungskreise wird 
eine aus uugleichen Kreisen bestehende. Die genannten Eigenschafteu 
bleiben trotzdem bestehen, z. B. besonders der Scbliessungssatz, 

Transformationen dieser Art hat Steiner häufig zur Lösuug 
geometrischer Probleme angewandt. So kommt z. B. die InrersioL' 
auch beim Halfatti'schen Problem zur Geltung. 

^ 10. Die Isogoiialeii Trajcctorten des KrelshQschels. 

Die aufeinander folgenden Dii^;onalpuukte der Rechtecksein- 
theilung mittels des Strahlenbüschels und der concentriscben Kreis»'. 
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echaar liegen auf logarithmisclieii Spiralen. Die logaritlimische 
Spirale Bclmeidet also sämmtliclie Geraden und Kreise der Ein* 
theilmig nnter constantem Winkel, ais ist demnach die . isogonale 
Trajectorie der Kreisscbaar. Sie verhält sich gegen das Strahlen- 
büscbel und die Kreise ebeuso, wie die Diagonalcurve , die zur 
KechteckseintLeiluDg dnrcb parallele Gerade and die Orthogonal» 
scbaar von Geraden gehört; diese Curve ist aber eine gerade Linie. 
Da aber die Recbteckseintbeilung mittels Parallelen durch die Func- 
tion £ — c^ in die Recbteckseiutheilung toitteU des Strablenbüscbela 
und der concentriscben Kreisscbaar übergeht, so lassen sich in IJ'Dlge 
der Isogonalität dieser Verwandtschaft die Eigenschaften der loga- 
ritbitiischen Spirale leicht aus denen der Geraden ableiten*). Dies 
kommt bei der logaritbmischen Abbildung specieller zur Spraclio. 
Einiges, wun dort entwirkt-lt wird, mag hier als bekAUilt voriui»* 
gesetzt werden. Auch vergleiche mau die dortigen tHgurentafohi. 

Durch die Abbildung Z ^ — verwandelt sich nun das Stralilou- 
bQschel in ein Kreisbtlscliel, die isogonalen Trajcdoricn iks Strahlcii' 
hüscJids gehen also über in <Ue des KrelshäsduiU. Diese neuen Curvea 
bezeichnete Verfasser in der eben citirten Abhandlung als lojjariih- 
mlschc Doppclspiralcn. Dieser Name ist auch tu den kinematischen 
Abhandlungen von Burmester**) adoptirt worden und mag des- ' 
halb hier beibehalten werden. Offenbar folgen die Eigenschaften 
dieser Curvenscbaar, soweit sie mit Kreisen und Geraden zusammen- 
liüugeu, aus denen der logarithmiachen Spirale, und auch der mm-.., 
lytische Zusammenhang wird ein einfacher sein. 

So geht z. li. ßucb Gl. lU) die Gleichung der logarithmiseliuu 
Spirale 

12) P — ci«, 

deren Pol der Punkt a -\- bi sein mag, durch die Traiiaformation 
Z^ ~ fiber in die der Curvenschaar 

die sich am leichtasten untersuchen lässt, wenn & ■— 0, also' auch 
a^O, nnd a— 1 ist. Dann lautet die Gleichung 

13) ^^c.i*'-*. 



*) Tei^l. dei VerfasBeT* ALhaudlun^i Ueber die logoriUimiBohe Abbilduog 
oDd die an« ihr entspriiigendeti ortho^nalen CurveiuyiitetDe, Zeituhr. f. Hatb. 
n. Phjsik, Bd. Ifi. S. 269—289. 

**) Bnrmester: Einem atisch-geometmcbe Dateimchongen. Zeitwbi. für 
UaÜL n. Pby%. XX. S. 419. 
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Die logarithmiaclte» Doppelapiralen lialen aUo die FundamentaU 
eigcnschaßt dass der ^oficnf der Bad» vectorea aich geometrisch 
ändert, warn die Differens ihrer Neigungswinkel arithmetisch teächai. 
Wird ferner ein Sj/slem gleiehmnkliger Icgarilhniseher DoppeU 
Spiralen von irgend einem Punkte aus der Tranrformation Z ^^ - 
unterworfen, so geht es wiederum in ein System logarithmisdier 
Doi^Klspirdkn iUer. Nach Gl. 11) Terwandelt eich dabei die Uleich- 
ung 13), iu der r| und r von Oi -{- &, i UDd a -\- bi ansgebeu 
wiegen, in 

welche dieselbe Form hat, aobahl man die Wurzel und deu Aus- 
druck k'i-" in die Constanto c wirft. Hier golion p und q vou den ' 

l'uiikteu ~ riT' und — ,-,— . aus. Nur in dem Falle, wo man einen 
a + bt B,-f6,t 

BüHcbelpunkt zum luversionscentrum wühlt, gehen die Cujven in 
logarith mische Spiralen (Iber, Die Ableitung der wichtigsten Eigen- 
schaften dieser Curvensysteme , auf die wir noch mehrfach zurück- 
kommen, geschah zuerst in der citirten Abhandlung im 16. Bande 
der Zoitschr. fUr Math, und Physik, Sie haben übrigens auch eine 
wichtige geographische Bedeutung als stereographische Projectionen 
der loxod romischen Linien, Unten sind diese Curvensysteme an 
geeignetem Orte dargestellt. 

Hier »ollen nur einige Eigenschaften augedeutet werden; Cou- 
polare logarithmische Spiralen desselben Schnitt winkeis gegen dos 
Strahlen b dach el schneiden sich liie, Ihre iHogouulon IVajoctorion 
geben wieder ein gleichwinkliges System logarithmischer Spiralen. 
Mit Hülfe der Orthogonalschaar kann man eine isothermische Ein- 
tbeilmig der Ebene in „ähnliche Rechtecke" erzielen. Die Reihe 
von BerUbrungskreisen in dem Streifen zwischen zwei solchen Spi- 
ralen bat die Berührungspunkte wiederum auf einer logarithmischen 
Spirale. Alle diese Sätee gelten durch die Abbildung Z — - auf die 
logarithmische Boppclspirale über. Es wird sich überhaupt zeigen, 
dass die Sätze der „Kreisverwandtschaft" für diese Curvensysteme 
von besonderer Wichtigkeit sind. Da man die ßGcbteckseintbeilung 
durch Kreisbüschel (im speciellen Falle StrahlenbUachel) und Kreis- 
schaar elementar bis ins Kleinste durchführen kann, sobald zwei 
Individua jeder Scbaar gegeben sind, so kann man beliebig viele 
Funkte der Spiralen und Doppdsj^ralen elementar construiren, wenn 
»tan dcti Fol (resp. die bcidai Pole) und zwei beliebige Pwikte der 



Spirale Jccntit Trotz dea transcendenten Cbaraktera aUo sind diese 
interessauten Oun-eii einer leichten und eleganten Beliaudlaugsweise 
läliig. 

§ äO. Die ErliaUuug der Doppelverhaitulsse. 

In Folgendem sollen einige ^tze der Kreisva^iandtschafl von 
MöbiuB mit besonderer Einfachheit abgeleitet werden. 

In der Z-Ebeue liege ein beliebiges Viereck ABCD, dessen 
Eckpunkte die Punkte a -f f*, b 4* ß*> " ~H Y*t ^ ■\- ^i seien, wüh- 
rend j), q, r, s seine Seiten sind. Den Ausdruck ~^ beeeichuet 
Möbius als das Düp}>elftT}uiÜnisis der vier Punkte. Vergl. Fig. 14, 

Durch die Abbildung Z — -r gebt das Viereck in ein Kreis- 
bt^n-Viereck A, II, C, 7), der r-Ebene Ober (Fig. 15), dessen gerad- 
linige Seilen j>, q, r, s, sein mögeu, während 

1 1 1 1 

„ + .;• ffZfJi' t + ri' JlF^i 
die Eckpunkte sind. (Die Bogen schneiden sich sämmtlich iu einem 
Punkte.) 

Fasst man nun j«, q, r und 8 als Radii vectores auf, die vou A 
und C ausgehen, so verwandelt sich nach Formel 11) der Ausdruck ~ 
«ip. j in 

w dass also ^ nach Hebung der Wurzeln in ^^ Dbei^ht, 

Folglich: Eiitsprediende Punklguatemümen heider Ebenen haben 
die EigetUhümlicIJceU, dass ihre Doppelvcr}iäUnisse d&tselben Waih 
lesiteen. — 

Aus einem gewissen Grunde merke man auch folgende Form 
des Satzes: Bei der Abbildung eines Vieredcs miitels der Fun^ion- 
^•" - bleibt der Ausdruck (Ig j) — ^ ff) + (Ig r — lg s) constant. 

In welcher Weise man den Linienzug des Vierecks ausübt, ist 
ganz gleicbgaltig. Treten z. B. bei der Reihenfolge ABDC die 
Diagonalen w> und v als Seiten auf, so xeigt sich, dass ^uch ^ 
nnd ^^ denselben Werth haben. Dasselbe gilt von dem Doppel- 
verhältniss ^^ resp, ^^ • Andere sind nicht vorhanden, 

Ist das Viereck ABCD ein Kreisviereek, so geht et durch In- 
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reriion vou eiuem Punkte des Kreises aus in eine Gerade Ober, und 
^~'- wird eim der aus der syntJutiaehen Qeontdrie bekannten Doppel- 
verMUniase von vier Putikten aiif der Oeratlen. Die Geometrie dieser 
Doppelverbältoisse ist also ein specieller Fall von der Theorie der 
liier behandelten. Ist z. B. das loTersionscentrum auf einer Gera- 
den gelegen, so gehen harmonische Punkte derselben wieder in har- 
monische über (vergl. § 14). 

Umgekehrt kann man von der Geraden zum Kreise übergehen. 
Ho iüt ■£, B. iu Fig. IC leicht za zeigen, dass für je 4 beliebige 
Punkte der Geraden 

Pir, 1 9. »1 _ J'i''i_+_9iPL+ 9* + *■''« 1 
v,iv, "•" »,w, (p, + Bi) {9( + r,i 

ist. Verwandelt man nun durch die Abbildung if » j- die Gerade 

in einen Kreis, so bleibt für diesen nach Obigem ^ -L ^ ^1 oder 

' ° VtB ' VW 

I}r -\- qs =• viv. Dies gilt von jedem Kreisvierecke , so doss der 
l'tolctHüiache Satg auf eigcuthUiulichem Wege bewiesen ist. 

Als besonders wichtige Aiial(^ie sei hervorgehoben, dass bei 
unserer Verwandtschaft die i><>(ifWverliültmsse erhalten bleiben, 
wiUirend bei der Verwandtschaft der Aehnlichkeit die et»/bc/te» Ver- 
hältnisse Ubereinstimmeu. 

m 31. Dlo KrliAltuiig der J>oit|wlwiiikel. 

Ein ähnlicher Satz gilt von den Winkelu eines Vierecks und 
denen des durch die Trauafomiation Z = - erhaltenen Vierecks. Iu 
. der ^- Ebene sei wieder das Viereck A2SUJ) beliebig gegeben. Die 
Neigungswinkel der G.-raden p, q, r,8, v, u> gegen die positive 
reelle Axe m&gen sein <(■, %, ^, a, |, i;. Betrachtet man wiederum 
A und C als AnsgangS|»ijukte der Kadii vectores, so verwandelt steh 
AISCD in A,.BiC,Di und nach Formel 11) 

9> — j; in y, — Zi + (* — ^) "»*' *» — * in o), — ;&, + (x — X), 
[x, i., (t, V sollen die Abweichungen der Funkte ABCD sein]. 

Durch Subtraction folgt, dass (9> — z) — (o — it) übergeht in 
9>, — Zi — {fix — ^i). Nun ist aber 

5» — ;t — .^ ABC, a — ü — -^ AVC, 

also* — » — ^CD-4. 

Folglich hat der Doppelwinkel ABC + CDA denselben Werth wie 

• der Doppelwinket des neuen Vierecks, AiB,Ci -j- C,DfAi, und es 

gilt der Satz: Bei der Ahbildung Z = -- ist die Summe homologer, 

SU etttsprechettden Punktquatemionen geliöriger Gegenmnkel constant. 
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Oasselbe gilt natQrlich anch von dea a&dern Gegenwinkelpaaren. 
Da ansserdem das Viereck aaf drei verscbiedene Arten anfgefouBt 
Tcerden kann, so bleiben folgende Doppeltvinkd constaat; AÜC-f- 
CDA nnd BCD + DAS, ABD + DCA und JiDC + GAB, 
BCA + ADB und CAD + DHC. FOr diese aecbs Doppelwinkel 
gebranoht M5bios die bei der cyclischen Schreibweise leicht zu deu- 
tenden Bezeichnungen -^ (ABCD), ^(BCDA), ^ (ABDC), 
■^ (BDCA), ^ {BCAD), ^ {CADB). — Man achte darauf, dass 
bei der vorliegenden Verwandtschaft die i)oja}7eIwinkel erhalten 
bleiben, während bei der Verwandtschaft der Aehnliohkeit dies von 
den ciufaclicn Winkeln gilt. 

Liegen die vier Punkte z. B. auf einer Geraden, so ist der 
Doppelwinkel gleich 180*. Verwandelt man durch 2 — - die Ge- 
rade in einen Kreis, so bleibt er nach Obigem gleich 180**. Dies 
giebt den Satz über die Gegenwinkel des Sehnenvierecks. 

Statt zu sagen, dass der Doppelwinkel bei beliebigen Transfor- 
mationen Z ^= - erhalten bleibe, kann man auch sagen, dass dies 
mit seinem Sinus der Fall ist. So ist z. B. für Punkt« auf der Ge- 
raden und auf dem Kreise sin (ABCD) •= 0. 

Um den Zusammenhaug mit den Elementen der syntlietischeu 
Geometrie klar zu legen, wollen wir mit Hülfe des Obigen den Satz 
der synthetische!! Geometrie beweisen, der durch die Formel 

ausgedrückt wird. 

Mau transformire Fig. 17 von P aus mittels Z ^^ - in Fig. 18, wo- 
bei die Winkel des StrablenbllBchels ungeändert bleiben. Da niln 
sin A, i*, Ci = -^ ist, und Aehnlicbes von den übrigen Winkeln 
gilt, so ist in der gebniuchlicben Schreibweise, da die 2r sich heben, 
Bin (ae) ain (6d ) _ A,C ,.B,D, 
Bin (bc) Bin [adj ~ Ä,C,.j1,J>, ' 
Nach Obigem war aber • " 

A,C,.BD A C.BD 
B,C,.A,D^ BC.AD* 
also folgt {ahcd) ^ (atcb). 

Man vergleiche zu § 20 nud 21 folgende Abhandlungen von 
A. F. Möbiua: 

1) Ueber eine Metbode, um von Relationen, welche der Longi- 
metrie angehören, zu entsprechenden Sütsen der Planimetrie zu ge- 
langen. Verband!, der Kgl. Sachs. Gesellschaft der Wissenschaften 
zu Leipzig. Math.-physicaUsche. KUsse. 1852^ ][• ^. 41.— &4r. 

--* ! 
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2) Ueber eioe uoue Verwandtschaft zwischen ebenen Fignron. 
Uieselben Verhandl. 1853. I. Seite 14-24. 

3) Die Theorie der Kreisrerwandtschaft, Abhandl. der Kgl. 
Sachs. Gesellschaft der Wissenschaften. IV. Seite 531— 59Ö. 

g 23. Elniffe Satze der Kreis -Verwandtschaft. 

Möbiua zeigt, wie man von Dreiecksrelatioaen auf Vierecks- ' 
BÜtze scbliessen kauo. Als Beispiel sei der Viereckssatz ron 
MSbius-Bretschneider bewiesen, (Fig. 19 und 20.) 

Das Viereck ABCJ) werde von D aus durch Inversion trans- 
formirt, so das« 2), ins Uneudlicbe füllt, während ..4,, IJ,, .Ci im 
Endlicheu liegen. AC, AB uud liC werden Kreisbogen, I)A, 
Dli lind DC Gerade mit denselben Richtungen, wie vorher, von 
denen man ausserdem anzunehmen hat, daas sie sich im unend- 
lichen Punkte, den mau sich iu ii^end welcher Richtung zu denken 
liat, schneiden. Zieht mau sümmtliche Sehnen des neuen Bogeu- 
vierecks, su erhält mau Fig. 20, in welcher die Sehuen C| I>i , li^Dj, 
und AfDj in beliebiger Richtung als Parallele gezogen sind. lÖs 
verwandelt sich also — i»^''- d, h, hier in ^', da - — 1 zu setzen 
ist. iHbenso geht ^ in den gleichen Wetth ^', ^ in ^ über. 
Ferner wird nach dem Satze von den Doppelwinkeln 

1) AJW-^CDA —A^li^C\-^'t'^J),A, — .4,if,C|+0, 

2) BCA-\'AD2i^Jt,C,A, + ^,2),B, — B,C,^i +0, 

3) CAB + BBC — CtA^B, + i*, A(''t — t?,^,B, -f 0. 
Da femer 

q, lin OiAiBi 
ist, SO erhalt man der Reihe noch mit Hfilfe der abrigeu Sinus- 
Verhältnisse folgende Relationeu zwischen beiden Figuren : 

1\ PJ" B ün B,ütA , na{BC A + A DB) 

' ff« ■" j, " lin 0,A,B, ~ «in ^CAB + BDO) ' 

„> 3? ?1 naCiA,B, ■ äajOAB + Bnü) 

' ew " », ~ un j1,"B|'Ö| "" »in {AB C + CÜA) ' 

g, VW V, «iii-4|g,C| Ka{.AB C->t-CB A) 

■^ pr ~Pt ~ »in B|C.^i " «in (BC-A + ADS] ' 

Die HUBseren Glieder dieser Gleichungen bilden den von beli^igen 
Tierecken geltenden Satz von Möbius-Bretachneider (vergl. Kreis- 
verwandtschaft, Seite 552), der iu des ersteren Schreibweise lautet: 
sin {ÄBCB)isia (ßCAD) « AC.BB : BA.GJ) — iß4BB). 
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Beim Kreiaviereck eotsteut, da z. B. die Wiukelsumine ABC-^DCA 
gleicb 180* wird (audere Doppelwiakel werdeu Null), der unbe- 
stjminte Ausdruck — • 



Ea ist TOD Interease, zu sehen, was ans harmouisebeu Puuktea 
auf der Geraden wird, für welche - . „' „„ — — l ist. Es entsteht 
ein Kreisviereck, für welches nach g 20 (oder nach Ptolemäus) 

J,C, .I?,i>, + -l,i>, .P,C, — J,B, .c,i),, 
also in miserem specielleu Falle, wo ' ' ' ^ -^- ^ — 1 wird, 

2^,C,.-ö|-öi— 2.4,2), .2;,C, — ^lif, .6',2), 
ist. Alis Irannotiischeti l'unJdm wird also ein Kräsviered: , in dem 
das Produet des einen Gcffaiseilcnpaarcs gleich dem des andern, das 
DiagotMlciiprodiiet also das Doppelte von jedctn ist. 

SiuJ drei Puukte A,B,Cj des Vierecks gegeben, so lusst sich 
der vierte 2>, coustruireu, indem man den Pol F, vou Ailii bildet 
und i'\C, bis zum Durcliacbuitto Z), zieht, (flg. 21.) 
Beweis. 
AA,C,Fi(^A ßiA^tJ also A^C^ : I>,-4, — -F.C, iF,A,. 
Ebenso 

A ACi^i -^ A I>,BiFt, also ^,C, : 2),if, — J'.ü, : F,B,. 



also auch A^ C, • ■Z'i -D) *- Bf C, . .4, i), , wie oben verlangt wird, — 
Selbstverständlich schneiden sich aach A,Bi und die Tangenten 
in Ci und i), in einem Punkte, woraus noch eine zweite Üonstruc- 
tion folgt — Man kSnnte diese Vierecke als liartnonische Kreisvier- 
ecke bezeichnen. 

Weiteres Ober dieses interessante Gebiet der Geometrie sehe 
man bei Möbius. Dass ganz allgemein Sätze der Geometrie der 
Lage, soweit sie Gerade und Kreise betreffen, mitHUlfe der Trans- 
formation ^«M " in andere Obertn^en werden k&nnen, ist selbst- 
verständlich. Sätxe von Punkten auf einer Geraden (z. B. der Pas* 
cal'sebe Satz vom Kreise), von Geraden, die sich in einem Punkte 
schneiden (z. B. der Bnanchon'scbe), von harmonischen Punkten 
mid Strahlen gehen in leicht auszusprechende Über, bei denen nur 
an Stelle der Geraden in der Regel ein Kreis zu setzen ist 
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K SS. Bedentnng des DlffereDtUlqnotlenten tob Z — y ■ 

Da bei aoserer Abbildiuig Kreise in Kreise Qbergehen, so gilt 
dies su^ TOD veracbwindend kleinen Kreisen, und je kleiner diese 
aiod, on) so mebr knnn mau annehmen, dass der Mittelpunkt dem 
Mittelpunkte, einem beliebigen Durchroetser d ein bestimmter Durch- 
messer 4t entspricht. Ist nun die Eutfernung des unendlich klei- 
nen gegebeneu Kreises vom Nullpunkt r, die des entsprechenden 
~, so wird, wie sich aus der zugehörigen Figur sofort ergiebt, 

d, : d -. 1 : r, 
also 

Folglich: Bei der Ahbüäunff ^— -j- wird jede SleVe der e-Ebene 
1» der Entfernung r vom NullpufiMe im -^-faelten Massstahe in die 
Z'Ebene übertragen. 
Nun ist aber 

^f -- -ji -- -p [«»(- 2») + «'•"'(- a*)] 
-2^5) + »8in()r — 29t)], 



.-i[oo.(. 



folglich stimmt der absolute Jietrag des IHfferentialqtwtienten mit j 
dem obigen VergrässerwtgsverhäUniss iiberein. 1 

.Dasselbe findet, wie sich später zeigen wird, bei allen Func-I 
tioneii complexen Arguments statt. 

Da femer der Richtungswinkel if jedes Punktes der ir-Ebene 
in — tp verwandelt wird, die Linie .^m Nullpunkte nach ihm also 
um 29) gedreht wird, so mnss, da sie in entgegengesetzter Sichtung 
durchlaufen wird, von jedem StOck A B derselben angenommen werden, 
dass es in der Z-Ebene um den Winkel >p — 2» gegen die Anfangs- 
li^ verdreht erscheint. Wegen der Conformität gilt dies von ' 
jedem kleinen geometrischen Gebilde auf dieser Linie oder in ihrer 
unmittelbaren Nachbarschaft. Nun war aber 31 — 2<p die Ab- 
weichung des Differentialquotienten, folglich: 2>ie' Abweichung des \ 
Biffereiitialguoticttten für irgend eine Stelle gieht bei vorliegender Ab- ) 
bildang an, um tcelcJien Winkel jedes versdtwindend kleine Gebilde heil 
der üchertragut^ in die Z-Ebene gegen die Anfangslage verdreJtt wird.i 

Auch dieser Theil des Satzes gilt von allen Functionen eines 
complQxen Argumenta. Ffir die Kartographie ist die Kenntniss 
dieser Vergrösserungs- und Drehungsverhältnisse unentbehrlich. 
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9 34. Die behaudelt«ii Goordlnateusyiiteiiie genflgen der 
DifTereutialsleieliuns 15 + 1^ — 0. - -J ^ 

Tbeilt man die Ebene mittels der orthogonalen Paralleleo- 
sdiaaren x ^ a und i/ ^b in coDgrneute Ueclitecke ein, so mOuen 
die Wertbe von a und h aritbmetiBclien Reiben folgen. Daag so- 
wohl X für sieb, als auch y der obigen Differentialgleichung g«- 
nOgt, ist Belbatrerstündlich. 

Nach g 7 geschieht Entsprechendes bei der üintheilnng der 
Ebene mittels der concentriachen Kreise um den Nullpunkt und 
ihrer Iladien. Mau erhült nümlich Übuliche Rechtecke, wenn in 
den Gleichungen lg r ^ a und & ^ y a and y ariÜtmotischen 
Reihen folgen. In Cartesischen Coordinaten lauten beide Gleicbungen : 
Y 's(*' + y') "= o «ii'I arctan ^ —y. Differentiirt man aber 
~d lg(x^ + y^) zweimal partiell nach x und ebenso zweimal partiell 
nach y, so giebt die Summe der Resnltate identisch' Null. 

[Setzt man z. B. | ]g(a^ + j,') - «, so ist ^'Jl -i??^,, 

Dasselbe gilt tou arctnu ^, wie mau sicli leicht flberzeugen kann. 
Nach Lame bezeichnet man aber ein Currensystem, welches sich 
in einer reellen Form u^e schreiben lässt, deren Unke Seite iden. 
tisch der Differentialgleichung sJtH-äTi^O gflndg^f als ein iao- 
iJicrmiselics. Die genannten Systeme sind also isotbermische im 
Lame'scbcn Sinne. Es wird sich sjiUter eeigeu, dass diese Erklil* 
rung der isothermischen Curvensysteme mit der in § 17 gegebenen 
identisch ist. 

Die beiden, eben besprochenen Currensysteme laasen sich flbri. 
geus fast ribereihatimmend in folgenden Formen achreiben: 

~ [lg(:c + yi) - lg(« - yi)] - y. 

Die letztere Gestalt folgt ans der Formel arctan ~ — ^ lg r ~ L ' 

Handelt es leicb um das Strahlen büscbel durch a -{- bi und die 
concentristlie Kreisscbaar, ao ist die isuÜienniselie Form der Gleichung, 
d. h. die Schreibweise, in der arithmetisch aufeinander folgende 
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Weiihe der rechten Seiten „Rechteckaeintbeilung" gel»en, wShrend 
Jie linken identiech der Differentiolgleicliong genügen: 

v'*'8[(«-a)» + (y-6)*1-ß, arctan|^-y. 

Fast identiach sind tie su aclireiben in der Qeatalt 

T['ff(' + W-(o + &»•)) + Ig (a;-»i-(o-&0)]-«» 

^[lg(« + !/.--(« +-ii))-lff(«-W-(o-60)]->'. 

Das nücliste Isoliierinetiaystem hatte man nach g 17 in den Glei- 
chungen 

Ig^ — « und (ip—x) — y> 

wo p und q von irgend welchen Punkten a -\- bi und Oi -f- i, f 
ausgeheu. In Cartesiachcn Goordinaten lauten die Gleichungen 

J. i„ (" - ">* + f y - &)' _ „ 

arctan ^^ arctan ^ j^- ^ j« . 

Auch hier genOgen die linkeu Seiten der Diifcrentialgleichung, die 
man abgekOnst ola ^ u -■ achreibt. Die beiden fast fibereinatim- 
nienden imaginilreu Schreibweisen sind 

\ [lg (» + »••-(« + ti)) + IS (»-!(■-(« - !>•))] 

- r[e{'+y' -{«>+'•*<)} + ig(»- »'- («i - 'lO)] - «, 

n[ig(« + yi-(i> + 'O) - lg (« - »••-('> - S'))] 
-jj[ig(»+ii'-(«i+i'iO)-ig(»-!(''-(«.-»iO)]-r- 

Auf die iaotbermiachen Gleichimgeu der logarithmiachen Spirale 
und Doppclapirale kommen wir später zurück. Als Grand der 
Eigeuthllmlicbkeit, dasa der Differentialgleichung genOgt wird, mag 
schon jetzt luigedeutet werden, dasa jede der betrachteten linken 
Seiten der reelle oder der von i befreite imngiuilre Theil einer 
Function complexen Arguments ist. 

§ 2&. Pliysikalisehe Andentnngeii. 

Da der Differentialgleichung A « •=■ genOgt wird, so ist die( 
Gleichung jedes der betrachteten isothermischen Cnrvensyateme als i 
Integral deraelben zu bctrachteu. Dies ist aber roo. W(4]htigkeit ' 
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tOr gevisse Probleme der mathematiBcheu Physik, die auf diese 
Integration binauslioiDnien. Om fUr die folgenden »biitracteren 
und Bchwierigerea Unt«rBucIiungen zu interesairen , mögen einige 
pbysikalische Fragen (Belbstverständlich ohne Beweis des Üusam- 
menbangs) besprochen werden. 

Ein ebener Fläcbenstreifen von anbegrenzter Länge, den Fig. 22 
andeutet, werde von den Liaieu x^ ^ a^ und x, ^ a, begrenzt, 
deren erstere constant auf der Temperatur Null, die andere auf der 
Temperatur 1" erhalten werde. (Eigentlich müsste ron einem auf 
diesem Streifen stehenden Prisma von unbegrenzter Höbe nach 
oben und unten gesprochen werden, von dem der ebene Streifen 
MO Querschnitt ist.) Nach einiger Zeit tritt der Theorie gemäss 
«n stationärer Zustand ein , während dessen jeder Punkt von der 
einen Seite her soviel Wurme erhält, wie er nach der andern ab- 
giebt, so dass sich nichts mehr ändert. Dass die halbirende Ge- 
rade, die also den Streifen in cougruente Theile tbeilt, die mittlere 
Temperatur hat, also eine Isolliermc ist, wird man ohne Weiteres 
zugeben. Durch fortgesetztes Halbiren erhält man die Tempera- 
turen der übrigen Isothermen. So hat z. B. die Isotherme x ^ a 
die Temperatur / — " ""' •), oder, wenn man für a die Variabele x 

einsetzt: 

j ^ g — g« 
^ «, — «f, ' 
Diese Function genfigt der Gleichung A "^0, ist innerhalb des 
Streifens endlich, stetig und eindeutig und hat auf den beiden 
Ureiizlinien die fest^^cMtolltcn Temperaturen. 

Dnits die Würmo von der uiiicn Linie Kur andern ortliogonill 
Wandert, wird mau gleicblulls zugeben. Üio,Orthoguoalou nennt 
man daher Strömungslinim tler Wärme. 

Dass Strümungslinien uud Isothermen in gewissem Sinne mit 
einander vertauscht werden können, ist hier selbstverständlich. 

Jetzt denke man sich statt der beiden Parallelen zwei concen- 
trische Kreise mit den Kadien lg r„ — «g und lg r^ ^ a, auf den 
Tempcriiturcu 0** und P erhalten. Dann sind offenbar concentri- 
sdie Kreise die IsoÜiermen. Nach der Theorie berechnet sich die 
Tein]>eratur der Isotlierme Ig r ■- a wieder als 
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*) Vergl. Lam^, Leyona sur tei coordonnäe* curviligaet. (Paris, I8U.) 

'^■"«- ,.,_.., „Google 
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und zwar deshalb, weil der in Cartesiachen Coordinaten gegebene 
Anadruch der Differentialgleichang A v g^nOg^ weil er inner- 
halb dea Kreiaringes endlich, atetig and eindeutig ist, und weil er 
auf dem Jlande die gegebenen Werthe und 1 bat Die mittlere 
Temperatur liegt also hier auf der laotherme, welche den Bing in 
twei ähnliche Ringe zerlegt. In diesem Falle sind fibrigena die 
orthogonalen Radien als StrSmungalinien aufzufassen. 

Nimmt man zwei Radien als Grenzlinien an, t. B. die Linie 
mit der Neigung &^ und fr,, so herrscht bei der obigen Tempera- 
turanuahme auf der Isotherme 9 die Temperatur - 
»—» arctan "l^ — «■» 

denn wiederum geiitlgt der Ausdruck den mehrfach ausgesproche- 
nen Forderungen der Theorie, Jetzt sind die concentrischen Kreise 
als Stri^mungslinien aufzufassen. 

Durch die Abbildung z ^ e" wird nun die Rechteckaeinthel- 
lung, welche den Temperaturzustand dea Parallelstreifens reran- 
Bchaulichte, in die Rechteckseintheiiung durch concentrische Kreise 
und Radien Obertragen, also ist der Temperntureustand des concen- 
iriseJien Xtit^es gewissermassen eine conforme Abbildung des Wärme- 
zustandes des PanUldstreifena. Besonders wichtig ist für die Kreise, 
dasa bei Eintheilung des Ringes in ähnliche aufeinander folgende 
Streifen tou Isotherme zu laotherme gleiche Teraperaturdifferenz 
stattfindet. Solche Streifen sollen als correspondircnde bezeichnet 
werden. Aehnliches findet bei jeder conformen Abbildung und den 
entsprechenden Wilrmeaufgnben stutt. 

Hat iiiiiu z. 11. zwei iiiclit cuncentriHcho Kruine, von donon der 
grUHHuru duti uiidern einHchlieaaen oder ausschlioason mag, s» con- 
atruire man zunUchst nach bekannter Methode die Potenzliuie, auf 
welcher die Mittelpunkte dos orthogonalen KreisbUschels liegen, und 
bestimme mittels eines Ortliogonalkreises auf der Centrale die bei- 
den Büschel punkte. In Bezug auf diese lassen sich dann die Kreia- 
gleichungen schreiben: 

kj — «<i ond lg-| — «,. 
Isothermen sind dann die Kreise lg -^ >- «, Auf einer solchen herrscht 

dann die Temperatur 

1 , ( g-a)'-l- (y-6)' 
t ^ ^-^ZJ^ _= '^. ^Jg-ail' -Ky-ti)' "" 

wenn a -\- bi uhd a, ~j- b,i die beiden Bdschelpunkte sind, denn 
wiederum genügt dieses t der Differentialgleichung A « — 0, ist 
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icnerhalb des StreifenB endlich, eindeutig und atßtig, und nimmt 
aaf den Rändern die gegebenen Werthe 0* und 1* an. Strömungs- 
linieu sind jetzt die BflscheUcreiae. Die Linie der mittleren Tem* 
peratuT ist leicht zu construiren. Eb ist deijenige Krei% gegen den 
der erste der reciproke des zweiten ist. Vei^l. Fig. 13. 

£in specieller Vall ist der, wo beide Kreise yerschwindend 
klein sind, gewissermassen Punkte, die auf verschiedenen constau- 
ten Temperaturen gehalteu werden. Die Zeichnung bleibt dann 
dieselbe. Eine der Isothermen ist die symmetrische Gerade zwi- 
sdien den Büschelpunkten. Uenkt man sich die kleinen Kreise 
gleich gross, so herrscht auf dieser Geraden, also auch in dem 
uneudlichen Bereiche, den keine andere Isotherme erreicht, die 
mittlere Temperatur. 

Nimmt man endlich zwei BQacbelkreise als gegebene, z. B. 
die Kreise ip — X^ '^o ^°^ 9> "* Z ^ "i i ^ herrscht auf den Iso- 
thermen tp — x^a die Temperatur f — " Z *'' » *** ^ " *" 
setzeu ist arcton ^-^- — arctau |-^— ', wenn a-\-bi und o, -|- &, { 
die BQschelpunkte sind. Als Str&mungslinien treten wieder dieOrtho- 
gonalkreise auf. 

Die Linien gleicher Temperatur entsprechen ganz den Niveau- 
flächen oder Flüchen gleichen Potentials im Baume. Im Banme 
ist dos Potential fOr die Fernewtrkung eines Maesenpunktes auf 
«inen andern nach dem Newton'schen Gesetze der Ausdruck 
— , wobei c eine von den Massen abhängige Constante' bedeutet. 
Dieser Ausdruck genügt in Cartesischen Coordiuaten der Differen- 
tialgleichung ' j + ä^ "H ä^ ~" *^ ■ Er ist coustant für concen- 
trische Kugelflüclien. 

Man kann auch die obigen Isothermen als Niveaulinien oder 
Linien fflcicheii Fotci^ials auffassen und demnach die Function, 
welche den stationären Tempera tureustand angiebt, als Potential- 
function betrachten. Der einfachste Fall ist der, wo die Niveau- 
' linien concentriscbe Kreise sind. Man hatte denselben, wenn zwei 
conceutriscbe Kreise auf constanten Temperaturen erhalten wurden. 
Einer derselben mag, damit einige Analogie mit dem Massenpunkte 
erreicht werde, von kleinem Durchmesser sein, während der andere 
sehr gross sein mag. Au Stelle des Massenpnnktes , dessen Cha- 
rakter ein Goustanter ist, ist also die constante Wärmequelle ge- 
treten. Hierbei wurde die Poteutialfunction 



I So. FbjrikftliMlie AndentangeD. 



.-'4. 



oder, wenn die Constanten in e vereinig werden, f ^ c , Ig r^ wäh- ' 
rend Rlr den Raum — massgebend war. Das neue Potential wird : 
daher all das togonft m urfn -bezeichnet. 

Wie nun im Räume vom Potential eines Masaenpunktes cum ' 
Potential mehrerer flbeigegangen wird, mSgen letztere getrennt 
imn oder ein continnirlicbes Ganzes bilden, eine Linie, eine Fläche 
oder einen Körper von beliebiger Gestalt, so gebt man hier Über 
SU mehreren Wärmequellen, seien dieselben nun Punkte (kleinis 
Kreise) oder Linien. Ein solcher Fall war bereits der aaf die nicht 
concentrische Kreisschaar führende, wo zwei Punkte auf verschie- 
denen Temperaturen gehatten wurden. Auf schwierigere f^lle kom- 
men wir später zurQck. 

Jedoch auch andere physikalische Probleme stehen unter der 
Herrseliaft des logaritbmiscben Potentials, z. 6. folgendes: Man 
denke sich eine unbegrenzte ebene Platte, in welche in gewissen 
Punkten in. constanter Weise Elektricitäl eingeleitet, in anderen, 
eventuell im uuendlicben Bereiche, abgeleitet wird, dann stellt sich 
nach einiger Zeit ein stationärer Zustand ein, für welchen die elek- 
trische Spannung jedes Punktes der Platte berechnet werden soll. 
Flit den einfachsten Fall, in welchem z. B. Elektricität nur im 
Nullpunkte einströmt, im unendlichen Bereiche ausströmt, hat 
Kirchhoff*) unter Zugrmidelegung des Ohm'schen Gesetzes theo- 
retisch und experimentell nachgewiesen, dass das Potential, d. h. 
hier die Spannung, 

r--clg»- 

ist, wo c für '.. gesetzt ist und J^die einströmende Elektricitüts- 
strömung, k die Leitungsfähigkeit, 8 die verschwindend kleine Dicke 
der Platte bedeutet. Die Niveaulinien (Linien gleicher Spannung) 
der einzelnen Probleme werden demnach mit den vorher besproche- 
nen Isothermen, die Strömungslinien der Elektricität mit denen der 
Wärme Übereinstimmen. Ist z. B. nur ein Ausströmungs- und ein 
Sinströmungspunkt im Endlichen vorhanden, so sind die Strömnngs- 
linien Kreisbt^chel durch beide Punkte, die Spanuungslinicn ortho- 

*) Kirchhoff: Ueber den Durohgong eines elektriichen Strömet duroh 
eine Ebene, ioebetoadere durch eine kreiBfOrmige. Poggendorfi Anoalen 
Bd. e4, 1846, und Bd. G7, IS46. Abgedruckt in deeselben ..Gesammeltea Ab- 
handlungeD", Leiptig, Barth, 18S1, Seite 1—32. 
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goDule Kreise. Lilnga der StrOmungsIinten kann niaa die Scheibe 
aaBschneiden, ohne den Torgang zu öndeni. Geschieht diei im 
letzigenanuten Falle, «o h&t man eine hräsförmige Seheibe tnii noei 
Eklboden om Jtamie. Experimentelle Bestätigungen dieser Theorie 
hat besonders Gnebhard*), auf dessen interessante Versuche wir 
zurückkommen, geliefert. 

Auf eine dritte Art physikalischer Erscheinungen, deijenigen 
Flüssigkeitsbewegungen nämlich, bei denen ein Ic^iithmisches 
tiescbwindigkeitspotential existirt, k&nnen wir jetzt noch nicht ein- 
gehen. Besonders die Theorie der freien FIOsBigkeitsstrahlen bat 
durch Verbinduug mit den Functionen complexen Arguments einen 
wichtigen Schritt vorwärts gethan. 

^ 30. Eini^ Bei:«Iiiele tou luverseu Carven. 

Die Anwendung der Inversion auf beliebige Gurren bietet einen 
nicht uninteressanten Debungsstoff. Einige Beispiele seien ange- 
geben. 

1) Die Schaar der confocalen Ellipsen um die Brennpunkte 
^ 1 und der confocalen orthogonalen Hyperbeln geben durch In- 
version vom Ountrum aus in welche Curven Qber? (Vgl. Fig. 38 a.) 

Die Gleichujigeu lassen sich in der Form p+S^c schreiben, 
wobei die Radii vectores von + 1 ausgehen. Nach § 15, Formel 
10, geht der Radiusvector p ■<- C| (Kreis um -f- 1) fiber in den 
Kreb — J^i + c* = c, , wo r, von Y und r von Null ausgeht, also, 
wenn die Bezeichnung p beibehalten wird, in ~r ^^tf ebenso geht 
g = Cj Ober in ^m=c,. Die Gleichung J> + S""0 also verwan- 
delt sich in die von Curven mit dem Gesetz der Radii vectores 

wobei p von +1,2 von — 1 und r von Null ausgeht. Wir koin- 
nen auf dieses Currensystem später zurQck. Vei^l. Fig. 43 a). 

2) Die Schaar der confocalen Lemniscaten mit den Brenn- 
punkten + 1 und das orthogonale BOschel gleichseitigor Hyperbeln 
geht durch Inversion vom Centrum aus in welche Curven Über? **) 

Es mag als bekannt vorausgesetzt werden — später wird es 
auf einfachem Wege bewiesen — doss die Gleichungen beider 



*) Vgl Gu^bhard: Snr nae methode expärimentale propre k däter- 
DÜDer les lignes de niveau diuu l'^coulemeut aUticiniiure de l'^trioltä etc. 
Comptei rendas, Uli, 18SU, Sfi avril. . 

«) Vgl Kg. 29. . , 
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gegebenen Gurvengrappen sind : Pi • />i — c und dj -]- d, — y, wo 
dia Radii vectores von ± 1 ansgehen und die # ihre Neigungen 
bedeuten. Wie vorher ist statt p, and p, zu Bchreiben ^, resp. 
^, also entsprechen den confocalen Lernuiscaten die Currea des 
Oesetse? 

f *• 

wo p, von + Ij Pi von — 1 und r von Null ausgebt. 

ifacb Formel 10) in g 15, 'geht ^^ über in 9, — 9) -}- a, wo 
a » ist, ebenso #, in #, — <p, so dass man erhÜt 

*, + *,- 2?) - y 
als Gesetz der den gleichseitigen Hyperbeln entsprechenden Curven. 
Klmnttliche Ourven sind Qbrigene Lemniscaten (Cassini 'sehe Linien). 
Vergl. Fig. 32. ~ 

3)^ Die Polargleichung der Parabel für den Brennpunkt lautet 
p . cos' -ö ■« c *- -7- ■ Wie lautet die Gleichung der reciproken 
Curveo, wenn der Brennpunkt Inversionacentrum ist? 

Nur p verwandelt sich in — . Die Gleichung laatet 

1 , # 

-cos'y-c 

und stellt eine Cardhide dar. Es bandelt sich um Inversion der Fig. 33. 

4) Auf der positiven Hälfte einer Geraden (Fig. 23) mögen 
zwei Puukte Ay nnd.1l,, auf der negativen, und zwar symmetrisch, 
zwei Punkte .B, und i/j liegen. Zu den Curven(d',— $',)-{- (9),— «pj««}' 
gehört daim offenbar die symmetrische Senkrechte, und zwar ge- 
nügt dieselbe, da a — ^«=0 ist, der Gleichung (#, — Ö'i) + (?ii — yJ^O. 
Ausserdem genügen der letzteren das Stück Ay A^ und die Aussen- 
stücke der gegebenen Geraden. Durch Inversion von irgend einem 
Puukte uus gehen über nach Gleichung lÜ des § 15 die Curven 
(&j — 'S*,) + (fij — 9),) => y über in Curven derselben Gleichuug 
(denn gewisse Stücke beben sich weg), nur liegen die Ausgangs- 
punkte der Itadii vectores auf eiuem Kreise, der der gegebenen 
Geraden entspricht. Der Senkrechten entspricht ein orthogonal 
schneidender Kreis , in Bezug auf den j1, und ii, , ebenso A^ und 
if, reciprok sind. Folglich: Zu den letztgenannten Curven gehört 
(Fig. 24) der Orthogonalkreis und gewisse Stücke des anderen Kreises. 
Die Gleichung ist: (fr, — fr,) + (tpj — 9,) = 0. 

T^'Tllh^ffi '^''^ hierfür einen andern Beweis giebt, benutzt 
dies in der citirten Abhandlung zur Lösung des Problems, die sta- j 
tionäre Strömung auf einer Kreisscheibe zu bestimmeu, wenn die^ 
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Elehtroden £, und Bj irgendwo im Innern liegen. FOr die Qleich- 
ungen der StxömuDgs- und Spannungscurren nimmt er die Punkte 
A, und A3 zu HOIfe. Die Linien &, — #1 -f~ (^i — Vi) ^ Y *^' 
den StrSmungslinien , die Orthogonalen lg -^ -}~ ^8 ^ ^ ^ ^^^i^ 
Spannongscurren. Das« dies die Ortht^onalea sind, zeigen wir später 
gelegentlich. Man kann dies leicht auf n reBp.2n Punkt« ausdehnen. 

S 27. Lltteratnr. 

Ueber Potenz, Aehnlichkeitspunkte, Ereisichaaren und Kreis- 
bOschel, über Reihen toq BerOhrungskreiaen etc. ret^leiche man 
Hteiner: Einige geometrische Betrachtungen, Crelle's Journal, I, 
Seite 161—184, und die Fortsetzung derselben, I, Seite 252—288. 
Abgedruckt in: Jacob Steiner gesammelte Werke, im Anftrago der 
Egi. Akad. der Wissenschaften zu Berlin herausgegeben von Weier- 
strass, Berlin, 1881. I, Seite 17—76. Auch die Lösung des Mal- 
fatti'selien Problems wird daselbst gegeben. 

Ferner Steiner: Die geometrischen Oonatructiouen mittels 
der geraden Linie und eines festen Kreises. Abgedruckt in den 
gesammelten Werken, I, Seite 461 — Ö22. 

Ferner die Aufgabensammlung in Steiner: Systematische Ent- 
wickeluug der Abhängigkeit geometrischer Gestalten von einander. 
Abgedruckt in den gesammelten Werken, I, Seit« 239—460. 

Ausserdem Steiner: Theoremes ä demonstrer et problemes h 

resoudre, Gergonne, Aunales de Math, XVIII. Gesammelte Werke, 

- 1, S. 455. — Das Weseutlicbe findet mau auch in Jacob Stei- 

ner's Vorlesungen über synthetische Geometrie, herausgegeben von 

Geiser und Schröter. Leipzig, 1867. 

Ueber das Priucip der reciprokeu Badii vectores giebt ein 
besonderes Capitcl Geiser: Einleitung in die synthetische Geome- 
trie. . Leipzig, 18G9. Uap. Vm. 

Uebungsbeispiele zur luTersiun giebt Petersen: Methoden und 
Theorieen zur Auflösung geometnecher Coustructionsaufgaben. Kopen- 
hagen, Host u. Sotiu. Deutsche Ausgabe 1879. Vergl, auch dessen 
Abhandlung: „Die Steiner'scbe Lösung der Malfatti'scben Aufgabe", 
Crelle's Journal, Bd. 89, Seite 127—135. Auch Schröter behan- 
delt diese Aufgabe in Crelle's Journal, Bd. 77, Seite 230. Ueberall 
kommt die Inversion zur Anwendung. 

Die Mübius'schen Abhandlungen sind schon in § 21 citirt. 
Einige Sütze der Kreisverwandtschaft geben auch Baltzer's Ele- 
mente der Mathematik, Ldpzig, 1870, § 14 in Verbindung mit 
einigen Litteraturangaben. ^_ 
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Viertel Capitel. 
Die Abbildung Z= '*' - ^^ uiid die Kreisverwandtscbafl. 
9 38. Allgemeiner Charakter dieser Abbildung. 

Der Charakter der Abbildaag Z ^ — 7^ . soll zuuäcbst ohae 
Bechuiuig auf elementarem Wege ennittelt werden. 

1) Ist a reell, so bedeutet Z ^ ^ daaselbe, wie Z^ -- , nur 
ist noch eine VergrSsserung rämmtlicher Gebilde der Z-Ebeae mitteta 
dea Factors a Torsunehmen. An Stelle der Inversion gegen den 
Einheitskreis tritt Inversion gegen den Kreia mit Radius Ya um 
den Nullpunkt, denn aus Z : ^a — ■ Ya : k folgt die gegebene Be- 
ziehung Z '='^- 

2) Ist a nicht reell, sondern von der Form a, (cos « -f- * b>° "}> 
so bedeutet '^ ^ j dasselbe, wie vorher, nur wird die if-Ebene 
noch um den Winkel a gedreht, und zwar um den Nullpunkt. 

3) Z ••!■= . I bedeutet folgende Operationen: Jeder Punkt der 
0. Ebene ist um die Strecke b zu verschieben, darauf mittels des 
neuen Einbeitskreises reciprok abzubilden, worauf das Umklappen 
uin die neue reelle Axe erfolgt. Es handelt sich also im Weaeut- 
liehen um Inversion gegen den Einheitskreis um den Punkt x = — &, 
Daher entspricht' dem Punkte » =^ — b der Punkt Z •=• ao, der 
Punkt £ — entepricht dem Punkte Z ~ \, während 2 — oo in 
Z — Q übergeht. 

4) i(=a -r^ bedeutet dasselbe, nur tritt noch die Vergrösse- 
rung um den Factor a, und die Drehung um den Winkel a hinzu, 
wenn a ^ ai (cos a -(- i sin a) ist. Bei Z ^ c -^ ■ -^-t tritt zum 
Vorigen noch eine Verschiebung um die complexe Strecke c. 

6) Der allgemeine Fall Z ■>=- "'^ . erledigt sieb demnach fol- 
gendermassen : Durch Ausfahrung der Division findet man 
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^as geometrisch folgender Reihe von Operationen entspricht; 
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der ^-Ebene), 
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Uao Tcrschiebe jeden Funkt der J-Ebene um die Strecke W, 
schlaf am den Denen Nullpunkt einen Krei» m it einem Badivu, 
der gleich dem abwluten Betrage Ton t/^tJT-gJ jgt, fahra die In- 
version gegen denselben durch und klappe die Ebetie am die neue 
reelle Axe, darauf drehe man da« Gänse um den neuen Nullpunkt, 
und zwar um einen Winkel ß, der gleich der Abweiehnug von 
""** ■ ist und rerschiebe endlich die Ebene, mn die Strecke -■ 
Die Inversion konnte auch um den' neuen Eiuheitskreia durch- 
geFQhrt werden , worauf jedoch Vergr^sBernng mittels des absoluten 
Betr^s von ■ ■ ' ~ — - vörzuuebmen war. — Dosa mau Umklappen und 
Drehung durch das Umklappen um eine Gerade mit der Abweichung 
- ersetzen kann, wird sich später zeigen. 
Dabei entsprechen sich folgende Punkte: 
r ^ cx) und Z ^ 

« — und Z~^, 

(luversionsceutrum d , „ 

j _. , emm — -und z = oo, 

der ^-Ebene) c 

o_^ und Z — 0. 

Man findet also den InversUmsputikt , oder, wie Möbius sagt, den 
Cenlralpunkt jeder der beiden Ebenen, indem maujlie Vüriabele der 
anderen unendlich- gross macht und den entsprechenden Werth 
aufsucht. 

Nach dem Gesagten bedeutet die Abbildung mittels der gebro- 
chenen Function l**" Grades eine Jnversh», verbunden mit Ver- 
scJikbuiigitt , einem Ümklappett mtd einer Drehung, denn die Ver- 
grösserung ist bereits durch de» Inversionsradius gegeben. Nor die 
erstgenannte dieser Operationen beeinflusst den geometrischen Cha- 
rakter der Gebilde, folglich behält die neue Abbildung die wesent- 
lichen Eigenschaften der Abbildung 2 ^ -• Aus Capitel III folgt 
demnach: 

Kreisen der z-Ebene etitsprcdien Kreise der JS-Ebene, die even- 
tudkn ScJiuiltwinJcel sind in beiden Ebenen gleich, die Abbildung tat 
also eine confontie, die Vertcatultscltfifl eine isogonale, und itear die- 
jenige, KclcJie IMübius als Kreisvcncandtschaft beeeiehnet hat; die 
Dqppdcerhältnisse und JJoppelwinkd bleuen erhalten. 
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Jedem KreUbOschel durch tirei Pnnkte f, und f, der f- Ebene / 
eatipricht also ein EreiabOscbel durch die Funkte ^, ^ VgXd '"'^ 
Zj •« ^^uTl ^^^ Z-Ebene, auch die Eugeh&rigen orthogonalen Kreis- / 
acbaaren entsprechen einander, ebenso die zu einem Schnlttwinkel « I 
gehörigen isogonalen Trsjectorien. Ea bkiben also nicht nur die\ 
Kreise, sondern auch die logarithmischen Doppelapiralen erhaUen. 
Das StrahlenbOachel durch z, und oo geht Ober in das Kreisbaschel 
, durch Zj ^ ct*+d "°^ ^t ^ 7 » wodurch gleichzeitig über die or- 
thogonalen coucentriechen Kreise und isogonalen logaritbmiscben 

Spiralen des ersten Büschels verfUgt ist. Dass Kreise durch 

in Gerade übergeben, ist ebenso selbstverstÄndlich. 

Das StraMenbüschel durch das Inversionscentrum — — und den 
unendlichen Punkt ist das eineige, wdehes wieder in ein Strahlen- 
büscJtel ÜbergeJU, und zwar in das durch das Imkrsionscentrum ^ 
und den unendlicjten PutiM gehende. Hier bleiben sowohl die cou- 
cenirischeu Kreise, als auch die logarithmischen Spiralen erhalten. 
Welche speciellen ludividua der genannten Curvengruppen ein- 
ander entsprechen, läset sich am einfachsten bei der analytischen 
Formulirung der gegenseitigen Begehungen beider Ebenen erörtern, 

% 39. Fälle InvolutorlBCtaeii Yerlult«iu. 

Die Umkebrung von 

woraus man sofort die umgekehrte Keihenfolge der Operationen er- 
kennt Wichtig ist, dass der Radius des Jnversionskreises und eben- 
so die Verdrehung dieae^ ist, wie vorher, da der massgebende AuS' 
druck — ~ — derselbe ist, wie oben. Das Inversiouscentrum ist aber 
jetzt der Punkt -■ Verschiebt man-die Ebenen so, dass die Inver- 

■ionsoentra — - und - zusammenfallen, ao kann man mittels einer 
Drehung und eines Umklappens die voüdändige Inversionslage er- 
halten. Dies gilt Oberhaupt von kreis verwandten Ebenen. 

Möbius nennt dies die involutorisdie Lage. Der analytische 
Begriff des involutorischen Verhaltens ist jedoch etiras anders auf- 
zufassen. Wir nennen eine Abbildung involutorisch , wenn die in- 



&8 ViertM Ck^UL 

▼ene Function der abbildendea Function mit letzterer abereinitimnit. 

Um dies hei Z^ "'^ - j cn erreichen , hkt mui nur d ^ — a vx 
et+a 

setzen. So erhält man die involutorisehe Verwandtsehaft 

»c + g« 

deren Umkehrung in der Tbat von derselben Form ist, nftmlich 

bc + a* 

eZ — a'^e *"« o* 

Die InverBionskreise decken mch hier rollst&ndig, dennoch beflndeu 
sich die Ebenen nicht iu der iQTorsiouslage. Ist i^mlicb ß die Ab- 
weichung Ton ^^** , so entspricht einem Punkt«, dessen Abwei- 
chung gegen das InversioDBcentnim a ist, ein Punkt, für den letz- 
tere deu Werth a — ß hat Beide liegen also nicht auf demselben 
Strahle durch das Inrersionscentrum , wie es die Inversionslage er- 
fordert, auch nicht auf Strahlen von entgegengesetzter Abwe'ichung 
gegen die reelle Axe. Dennoch ist das Verhalten ein involntorisches. 

Auf diese Unterschiede gegen die Möbiua'sche Ausdrucksweise 
musste aufmerksam gemacht werden, obwohl sie wenig Bedeutung 
haben. Sie entspringen aus dem hier auftretenden Umklappen der 
einen Ebene um eine gewisse Gerade. Die Lage der letzteren er- 
giebt sich aus deu sich selbste»ispr€chetulm Punkten, die hier auf- 
treten. 

Um dieJetzteren fQr die Abbildung ^^^;'^j ^u finden, wo 
sie Gbrigens von geringerer Bedeutgng sind, bestimme man g aus 
der Gleichung x -> f~i^2' '^^ findet zwei sich selbstentsprechende 

Punkte _^ 

__ a-d±y{a-d,' + t^ 
2c 

Für die involutoriscbe Verwandtschaft Z — ^£rs B*!** ^i*" Ober in 

Um die Vcrhimlungslinii dieser hdden 1'u.nkte gadiieht dann dat 
Umkiappm. Das InTersionscentrum muss im Halbirungapunkte der 
Verbindungslinie Ton «, uud jT, liegen, und in der Tbat ist 
'i-f *i _ i 
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du obige InrenioiiKeDtrain. Da ferner ein Punlit mit der Abwei- 
clinng e gegen dss Inveraionecentmm in einen Punkt mit der Ab- 
veichong — o -{' ß llberging, »o ist das oritbmetiBche Mittel dieser 
beiden Abweichungen, also ~, d. b. die Abweiobuug von 7/ 6^ + «* 
die Richtung der Geraden, um welche du Umklappen erfolgt. Die 
Analogie mit der Abbildung ^ — - ist alao eine vollstSndige. Bei 
M5biua hingegen giebt es aua einem einfachen Grunde unendlich 
viele aelbatentsprecbeude Punkte. 

Eine epecielle involutorische Abbildung ist die durch die noch 
mehrfach su erwühnenile Function 

vermittelte. Der InrersionskreiB ist der mit dem Radius ^S um 
den Punkt -\- 1 geschlagene. Zur Inversion tritt noch das Um- 
klappen um die reelle Äxe, denn die sich selbstentsprechenden 
Punkte 1 + ^2 liegen auf derselben; Der Einheitskreis geht in 
die imaginäre Axe über, so dasa sein Inneres conform auf eine 
Halbebene übertragen wird. Sich selbst entsprechende Ereise sind 
diejenigen, die den Inversionskreis orthogonal schneiden und ihre 
Centra auf der reellen Axe haben. 

§ 30. Einige andere FttUe nebst Amrendungen. 

Aehnlich, wie mit dem- letztgenannten Beispiele, verliält es 
sich mit den nicht involutorischen Abbildungen 



bei denen die Inversionecentra der Reihe nach — 1, — t und -|- • 
und die Inversionsradien gleich ^2 sind. Znr Inversion und dem 
Umklappen treten noch Drehungen tou je 180", — 90° und -{- 90". 
Bei Bümmtlicbengeiht der Einheitskreis Jn liin jmn|T;f|i^f(. ^TB^j^t^wr, 
sein Inueres_wtrd. conform auf eine.IlalbgJi£ii&JUl££|i;£Sg{i* 

Gerade solche Abbildungen sind von besonderer. Wichtigkeit. 
Nach § 4 geschieht mit Uülfe der Abbildung Z <•» e^ die Ueber- 
tragnng der Halbebene auf eine Ebene, folglich geschieht durch 
gewisse Abbildungen wie z. B. ^ — {«"-Tj) ^^^ couforme Dar- 
stellung des Inneren des Einheitakreises auf der ganzen Ebene, 
durch Umkehruug dieser Function die der ganzen Ebene auf dem >. 
Innern des Eiaheitakreises. Da ferner durch stereographische Pro- j\ 
jection die Kugelfläche auf die ganze Ebene conform Übertragen l 
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wird, so kanD man z. B. mitteU obij^r Abbildung Karten con- 
strairen, bei denen die gesammte Erdoberfläche conform innerhalb 
eines etnugen Ereises dargestellt ist. Eine solche Darstellung hat 
schon Lambert in seinem meiirfach ernähntea Werke gegeben. 

Mit Hülfe der Abbildung Z — j/^ hingegen kann mau- die 
Halbebene auf den Raum eines rechten Winkels, mit Hülfe von 
Z^ f/i auf den Winkel ^ Obertragen (vergl. § 5), so dasa durch 
Z ^'Y ^^-j das Innere des Einheitskreises auch auf einen Winkel- 
raom - conform fibertrageu werden kann. 

Kartographisch sind solche Darstetlungeu von geringerem prac- 
tischeu Interesse, sie bieten aber sehr instructive Uebungsbeispiele 
und leichte Anwendungen auf gewisse Probleme der Physik. 

Auch die Ton zwei sich schneidenden Kreisen gebildeten „Sichel- 
I räume" k&nnen auf Wiukelraum, Ebene und Kreis conform abge- 
i bildet werden. Mau hat nur nöthig, mittels einer Function von der 
' { Form ~n/j so zu transformiren, dass das Abbilduugscentrum in 
p einen der Durchschnittspunkte fallt. Dies geschieht dadurch, dass 
'^ man ~ oder — - gleich dem durch einen solchen Punkt reprÖseu- 
tirteu Wertbe setzt- Dann gehen die Kreise in Gerade, die Sichel- 
läume in Winkel über, die mit Hülfe der oben besprochenen Ope- 
ration auf ganze Ebenen, Kreise u. dgl. übertragen werden können. 
Jede Abbildung mittels eiuer Function tou der Form Z >= ^7x3 
kauu durch eine stereometrisdie Operation ersetzt werden. Durch 
die Umkehrung der stereographisclien Projection wird nämlich die 
Ebene conform auf die Oberfläche der Kugel Übertragen. Auf letz- 
terer mache man daun einen beliebigen Punkt zum Oeutruut der 
stereographischen Projectiou auf die gegeuUberliegeude Tangential- 
ebene. Die Conformitüt und KreisTcrwaadtscbaft zwischen beiden 
Ebenen sind dann obne Weiteres klar gelegt. 

Eine Iteihe von Eigenschaften der stereographischen Projection , 
und der KrcisverwandtBcbaft treten also iu unmittelbaren Zusammen- 
hang. Besonders Sutzo über KreisbUschel auf der Kugel , über ihre 
orthogonalen KreJHschaaren und isoguiiDleu Trujectoriuu , die im 
Bi>ecielleu Falle loxodromisdie Linien sind, lassen sieb direct aus 
[- den entsprechenden Sätzen Ober KreisbOschel, Kreisschnaren und 
l logarith mischen Spiroleu und Doppelspiralen ableiten. 
' Die obige Abbildung der Kreissiehel ist unter Anderem bei 

Kirchhoff, Vorlesungen Ober mathematische Physik I , S. 28$, be- 
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handelt and 8. 394 auf ein Problem der Hydrodynamik angewandt j 
worden. l 

Die Abbildung Z — "'^, iet durch Hrn. H. A. Schwarz im 
70. Bande des Crelle' sehen Joumkla mit schwierigeren Problemen 
combinirt za wichtiger Anwendung gekommen. 

§ 31. Einige fundumentate Anfgaben. 



j! _ °'f " _ _ 



. *+± 



hat man drei Constante i,i},i zur Yerfagang. Daraus folgt, daas 
eine KreiByerwaudtschaft zwiachen zwei Ebenen — in unserem 
Sinne — vollständig bestimmt ist, wen» «u tlrei beliebigen Putikien 
der einen vfiRkürUch drei entsprechende der andern fes^esetit werden. 
Durch jede dieser Funktgruppen ist ein Kreis bestimmt. Liegen die 
beiden Pnnktgruppen gleichstimniig auf den Peripherien der Kreise, 
d. h. werden beide iu gleichem Sinne durchlaufen, so entsprechen 
sich Inneres und Inneres, Aeusseres und Aeusseres; ist das Gegen- 
theil der Fall, so entspricht das Innere des einen dem Aeusseren 
des andern. [Bei M&bius iat es ein wenig anders, da dort eine 
Inversion ohne Umklnppeu zulüssig ist, so dass, wenn je drei sich 
entsprechende Punkte beider Ebenen bestimmt sind , erst noch 
festgesetzt werden muss, ob sich Inneres und Inneres, oder Inneres 
und Aeusseres entsprechen sollen. Bei uns hingegen liegen Original 
und Abbildung stets auf demselben „Ufer" der Umgrenzung.) 

Die erste Fundamentalaufgabe ist nun folgende: Die wirkliche 
Gestalt der abhildemlrii FuiKtion 

7 _ «i+? _ '+{ 
cf + d ^TTt 

tu bestimmen, wenn die wiüfiürlich geg^tcncn'Punhte .z,, «,, «, der 
i-Ebenc den wiUkUrlicluin Punkten Z,, Z,, Z^ der Z-Ebene ent- 
sprechen sollen. 

Man hat nur n5tliig, die Constanten £, rj and g aus den drei 
Gleichungen 

^' n*, + £' ^'^ vh + C ''' i^ -R 

zu bestimmen und ihre Wertlie in ^ ^ -^-^-n. einzusetzen, 
i' + t 
In vielen . FEllen kann man die Rechnung ersparen. Sollen 
B. ß. die Punkte oo, und c der x-Ebene bezüglich den Punkten 
o, b, oo der Z-Ebene entsprechen, so weiss man sofort, da» der 
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Nenner die Geatalt t — e, der Quotient der Factoren, die a oben 
und ucten hat, gleich a (man denke an jff ■- oo), der der Glieder 
ohne g gleich & sein musa (man denke an # •« 0). So folgt sofort 
als abbildende Function ^^^7^—-* deren Bichtigkeit man leicht 
erproben kann. 

Solleu sich femer entsprechen 00, and d in der f-Ebene und 
fl, h und in der ^-£bene, so ergiebt sich in ähnlicher Weise 
« as — vtA , X — d ' 



In gewissen Specialfällen erhält man die Verwandtschaften der Con- 
grvem und der AehnltchJceit , z. B. wenn die drei Punkte beider 
Ebenen sich decken, oder wenn die anendlichen Punkte einander 
entsprechen sollen. 

£iue zweite Fundamentalaufg&be ist folgende: 7» äer einen 
Ebene ist ein Kreis, ein Pwnict z, seiner Periplterte und ein Funkt g^ 
in seinem Inneren gegeben, in der andern Ebene ein Kräs mit dem 
MüielpiinJde Z^ und einem Peripherieputdcie Z, . Beide Ebenen sollen 
so aufeinander cdigtbildet werden, dass die genannten Stücke einander 
eittspredien. Wie Iteisst die abbildende Function? 

Man lege durch z^ einen Durchmesser und bestimme auf ihm 
mit Hülfe der Polare oder des ToUständigen Vierseits oder der Ab- 
bildung 2^ - den zugeordneten harmonischen Punkt s^ Das 
Kreisbüschel durch e^ und £, schneidet den gegebenen Kreis recht- 
winklig. Wählt man also b^ zum Inversionscentmm , so wird das 
Kreisbüschel in ein StrablenbOschel verwandelt, d. h. «, ^llt ins 
Unendliche, and der gegebene Kreis wird ein Ortbogonalkreis, d. h. 
fl fällt in sein Centrum. Daraus schliesst mau , dass die Aufgabe 
sich auf die vorige reduciren lässt, indem sich «,, f,, jr, und Z|, 
Z^ und 00 entsprechen sollen. Die Function erhält zunächst wegen 
fj und 00 die Gestalt 

Z^ « + 6 

und a und h sind noch aus den Gleichungen 

ZU bestimmen, womit die Aufgabe gel5'st ist, da Xj als bekannt an- 
gesehen werden darf. 

Soll ü, nicht dem Centrum des zweiten Kreises, sonders dem 
unendlichen Punkte entsprechen, wobei jedoch das Innere aufs 
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AeoBsere ibgebildet wird, so ist mi das Obige im Weaentlichen nnr 
noch eine loTersion und Drehung uizaBchlieBBen. 

In gewJBMQ f^len giabt es interessante graphische LSsangen. 
Sind z. 6. in der einen Ebene drei Punkte «,, «,, «j gegeben, die 
ein gleichacbankliges Dreieck bilden, in der andern drei beliebige 
Punkte Zi, Z^, Z^, so giebt der aymmetrische Durchmesser des 
Kreises durch «, r, jr, noch einen vierten Pnold; J« auf der Peri- 
pherie, und zu den Punkten 2,, Z^, Z^ kann man sofort nach der 
Methode des harmonischen Kreisvierecks (§ 23) einen vierten Z^ 
bestimmen. 



§ 32. Aualytlsehe Behandlang der Involntorlschen Abbildung 

Aus der Gleichung 

folgt 

2) X-Yi- '-"'.-^] - 

Dass dies der Fall ist, ei^ebt sich folgendermaasen; 

Y j- Vi == ?+?-!+ ' *— y'-* „ «* + »'— > _ 1 gy 

-^^■'* «+y.--l ar-yi-l {3:-i)' + y' '(,_j)< + j,t» 
folglich 
y_ y.__ «*+y-i + g»y (j-yt+ »( «+y''~i) _„' c-y*'+ i 

tai-O' + j,» ia! + y»-l)(af — yi-l) aj-yi — l' 

Multjplication der Gleichungen )) und 2) giebt 



wo h, von Null, p von — 1 und 9 von -}- 1 au^ht, oder 

3) Ü — 2 . 

I>WjCOM«cw/mc/i«n Kreisschaar R -^ c um de» Nullpunkt der Z-Ebene 
entspricht also die Kreisscluiar ^ — c der b- Ebene, deren Radiivee- 
tores von — 1 und -f- 1 ausgehen. 

Wegen des invotutorischen Charakters kann man hierbei Z-Ehenc 
und «-Ebene vertauschen. 

Division der Gleiohangen 1) und 2], Logarithmirung und Hin- 
sufagung des Factors j,j giebt 
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S« » X— r« S« S « - yi + 1 «i " X — yi— 1 ' 
oder nnter Anwendung der mehrfach gebrauchten Formel: 

arctan y -■ arctan — ^ -t — arctan —^ , 
oder endlich 

4) ö_^_j:, 

wo 9, f) und % ^i^ Neigungswinkel der ßadii rectores R, j> und j 
sind. Dm Geraden S ^y durch den Nidlpunkt der Z- oder t-Ebme 
etftspricJit das Kreisbüschel <p — t^Y durch die Punkte — 1 und 
+ 1 der e resp. Z-Ebene. 

F^. 12 ist nur bezüglich des Nnllpnnktes beider Ebenen so 
modi6ciren, nin diesen Znsammenhang darzQstelleD. In beiden Ebenen 
entaprechen sich schliesslich folgende Corren: 



5) 



j/-(|, <P-ir)_0 ond /'(r,»)-0, 



WO die Iladii reetores von den genannten Punkten ausgehen. 

In ganz ühnlicher VVeise ist zu untersuchen, was dem Kreise 
um einen beliebigen Punkt a'\-hi entspricht. Man geht aus von 

^ _|_ l +a+6« 
jg_(„ + &.-)_^;_(o+60_{l_a-fti) ~~=^, 

setzt hier Z -^ X -{- Yi, « -= x -|- yt, nnd stellt die conjugirte 
Gleichung auf. Multiplication beider giebt dann 

(x-«)' + (r-s)"-. 

also 

6) K-f/(l-<.)'+J'-f-»„ 

wo Jt von a-\-bi, p von °^. - !_ ^ - und q von + 1 aiiageht, nnd 

fif die Entfemnng voa -f- I nach a + &t ist. 

Nur der sehr leichte Fall, wo (1 — a)' + 1' — ist, verlangt 

eine etwas andere Behandlung. Dann ist o -|- ^* ~" l* ^ bandelt 

sich also um das bleibende Strahleubüschel durch -(- 1. 

In gleicherweise fahrt die Division beider Gleichungen, nebst 

Logarithmirung und Zusetzung des Factors =-. auf 
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1 ,X+yi-( a+bii _ 1 y r-a-bi 

n * X- r,_{,r:r^ ~ sS '» i- a+ti 




!)»+&• 



7) a> — « + y — jr, 

WO die Winkel die Neignngea der obigen Radil vectores and der 
ConstAnteo p, darstellen. 

Demnach entsprechen »ich die Curren 

R mm c um a -\- li und die KreisBchaaren — ■/' (l — o)* + &* t 
O^y durch a + 6i «nd die Kreisbüschel ip — j; + « — y durch 

und endlich' 

8) «B, ») - und /•[|/(1 - o)' + f, (T-rH-«)] -0. 
WO die Variabelen die genannte Bedeutung haben und ausserdem 
beide Ebenen vertauscht werden kSnnen. 

So z. B. entsprechen sich die logarithmischen Viralen 
Jt~c.h^ 
mit dem Nullpunkte als Centrum und die logarUhmiscken Doj^pd- 
s^rdkit -£ — ehv-x mit den Grundpunkten + 1; femer die 
cmfocaUa EUipsen und Hyperbeln P + Q — e and die Curven 
- + — ^ c (wo r von 0, p von + 1 und q von — 1 ausgeht), 
also eine bestimmte Art Fasealscker Sckneckenlinien (lima^ons) ; eben- 
so gehen die Paraheln mit dem Brennpunkte -j' ^ ü^ Pa^caische 
Schneekailinien über, zu denen in specielleu Füllen auch Cardioiden 
gehören. Die Kreisschaar g- ™ c am die Punkte a -\- bi und a, 4" ^i^ 
nebst dem orthogonalen Kreisbüschel 9 — X—- y durch diese Punkte 
verwandeln sich in die Kreisschaar 



und das Kreisbaschel l .,._....Goil^lc 

^ "oliinnilaT, laogODBl* VtiwitiidtiiihkflaB, 5 
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(v — z + «) — (Ti-z + oi) — !• «iM (v — »i)+(«— «i)— r 

dQrth die Punkte "-üttl ond °' + ?'^+' • 

Die üebertraguDg von Sätzen der gewöhnlichen Geometrie der 
einen Ebene in solche der anderen, z. B. Ober die Kreisreihen, die 
DoppelTerhültnisse und Doppelwinkel, geschieht ganz in der im 
vorigen Capitel dargelegten Weise. Namentlich lassen sich gewisse 
Eigenschaften höherer Curven leicht aus denen der niederen ab- 
leiten. Beispielshalber sei bemerkt, ilasa Krflnunungskreise steta in 
KrOmmnugskreise Qbergehen. Liegt also der Inversionspnnkt auf 
einem Krümmvmgskreise, so wird dieser eine Gerade und die Gurre 
erhält im Berührungspunkte derselben eine BerQhrung höherer Ord- 
nung, ev. einen Wendepunkt 

§ 33. Dieselbe Aufgabe für den allgemeinen Fall 

„ ia + hiU+Jc + di) 
^ (t + fi]t + {h + ki) 
Um analytisch festzustellen, was den Kreisen um den Nullpunkt 
der ^Ebene entspricht, gehe man aas von der Gleichung 

(a_±binx+i,i) + (c+Jil 
■ lt'+fi){x + yi) + lh-i-ki)* 
bilde die conjugirte Gleichung und multipUcire beide Selten mit 
einander, wodmrch man erhält 



X+Ti-'- 



^+^ '•+r-;(H-f{f )■+(,+ ^y '■+''«•' 

oder 

wo p voa — -^^ - . -p^jT aimgehl, j von — -^f^ - . y^J, . 
Ebenao führt Dirision und Logaritbmirung beider Qleicbnngen 
nebst Znsetzung des Facton ^-. auf die Qleiebung 

t,^X—¥iii^a-bi 2i^ t-fi^ii^/^_, ac+6d\ ./,.ad—bc\ 



1 I-'- ^ f+fj-r-y -r f^ f" 



»ler, da jedes Glied ein Arcus tangcns ist, auf die Qleicbnng 
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WO 4^, 7 und z die Neigungswinkel der obigen Rodü Tectores, « 
die Abweichung dei Punktes a -^ bi, ß die des Pauktet e -^ fi 
bedeoten. 

Um den Kreia um den Paukt I + ^t der Z-Ebene xa belutn- 
deln, füge man der Anfangs-Gleidiang diese« Abschnitts rechts 
und links noch — (I + "lO ^^ n'"' behandele sie unter geeigneter 
Anordnung dea Beeilen and Imaginären in derselben Weise, wo- 
durch man auf das analoge R«saltat gelangt. Geometrisch Neues 
ergiebt sich nicht, so dass die Rechnung nur den Werth eines 
Uebungisbeispiels hat Die Theorie dieser Abbildung ist demnach 
als abgeschlossen eu betrachten. 

Zur Litteratur vergleiche man die Angaben des vorigen Capitels. 



FOnftes Capitel. 

Allgemeines aber die It^nctioDen complexen Arguments 
und die conforme Abbildung. 

% 34. Welchen Bedtngangsglelcliangen genttgt jede Fonetlon 
complexen Arguments !*) 

Jede Function von x und yi heisst eine complexe Function. 
Uni iuteressiren hier nur diejenigen Functionen, welche die beiden' 
Variabelen nur in der Verbindung {x -\- yi) enthalten, die also 
zweckmSsdig als Functionen dis complexen Argumenta {x •{' yi) be- 
zeichnet werden. 

Sobald w ^u -\- vi eine Function des complexen Arguments 
t^x-^- j/i ist, genügt es gewiaaen Differentialgleichungen. Diife- 
rentiirt man nämlich partiell nach x, so muss, da x nur insofern 
in tv enthalten ist, als es in f vorkommt, 

Bx " dz ' bx 
Sem, woraus, da dx^ '""^x *" 

ist, folgt: 



Ebenso ist 

dw dte , 3£. __ ^» d(x + yi] ^ ■ dw^ _ 
3y ~ dl ' 0y ■" dl ' dy ^ dt ' • 

*) 8 84 und 86 lohlieMeD liob mehrfach mg an § B der Fonctioneatheorie 
VOD DnrJige an. Auch vergleiche man die Anfangiparographen von Bie- 
tuann'i Diwertation. 
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Aus den beiden letzten Oleichungen folgt endlich die Differentiil- 

gleichang 

n ^ ,• ?^ 

' 8y"" ««• 

(Ter jede Function eomplexen ArffumetUa genUgm muw. 

Ea fragt üch nun, 4b umgekehrt jede Function toq x und y, 
"Welche dieser Gleichung genQgt, eine aolche eomplexen Argumenta 
ist. Angenommen , es sei ' 

dv> ■ d« 
dji ^ dx 
und tr zunächat nur Function von x und y, dinn ist das ToUstän* 
dige Differential 

Ersetzt man hier, der VoranBsetzung gemäss, ^ durch. t|!^, so hat 
man 

Aus t '^x -^ yi folgt a; » « — yt, dies setze nun in tc ein, so 
dass es eine Function von y und » wird, di« mit w^ bezeichnet 
werden mi%. Das vollständige Differential derselben ist dann 

''"'• ~" ^ ''y + i«' ^'• 
Durch Subtraction der beiden letzton Gleichungen erhSlt man 

Hier ist die linke Seite offenbar gleich Null, so dass man hat 

Nun sind aber dz und dy willkOrliche Differentiale, und zwar äy 
reell, de lüngegen complex, also mit ganz beliebiger Abweichung. 
Die letzte Gleichung kann also nur bestehen, wenn die Factoren 
beider Differentiale gleich Null sind. Demnach ist 

By et dx 

Ans der ersten Gleichung folgt, dass w,, woraus x entfernt war, 
anch y nicht mehr enthält, also nur Function von a ist, so dass 
y nur insofern in w vorkommen konnte, als es in « enthalten war. 
Statt ^ kann man also jetzt schreiben .^ , und geschieht dies in 
der letzten der beiden Schlussgleichungen, so folgt ^ = =^, d. b. 
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adcb X kommt in vr nur iniofern vor, als es in « enthaltfia ist. Das 
Jiestehm der DiffereiUiälgUüJtung 1) ist alao nothwendige und hin- 
reidiende liedingung dafUr, daas to Function des eom^exm Argu- 
ments f — X 4- y» ist. 

Man könnte demnach die Function compleien Arguments durch 
diese Differentialgleichung deflnireo. 

Beispiel: Ist w — a' — j/' + ^xyi eine Function oomplexeu 
Argumenta? 

g - 2x + 2i,i, ^ _ _ 2!, + 2;ri - ,-(2« + 2yi), 

Die Frage ist demnach zu bejahen. In der That ist w — (x-f-^O*- 
Die entsprechende Probe würde zeigen, dass z. B, 

» — «* + y>, fp — . a:* — y', w — a — yi 
keine Functionen ron x-\-yi sind. 

Die Function w dea complexen Alimente x -f fji genügt noch 
einer anderen Differentialgleichung. 

Aus der obigen Gleichung 

53-37 ■"'8' S-'W 
Durch nocbmaligel Differentiiren fö]{^ also unter BerQckaichtiguug 
der Boustigen BemerkUDgea 



da? "de dx df » 

jda 
enen» g^, — . -j^ j^ ~- df 

Durch Additiou erhält mau ■chliesslich 

Beiepiel; Ist w — («-]- yt/, "e folgt 

Es wird üch im folgenden Abschnitt zeigen, dass der reelle 
Tbeil für sich und ebenso der imt^inäre derselben Differential^ 
gleichung genügt. 



% 35. DitTerentlKlgleichun^n, denen der reelle und der 

ima^iufire Thdl der Function complexen Argumente fQr 

sirli genügen. 

£« handle sich irieder um die Function w dea eomplexan Ar< 
gumeuti x + yi. Man denke sieb dos Reelle vom ImaginUren ge- 
trennt, 80 dass t. U. tp ^ u -f- vi ist, wo u und v reelle Functionen 
von X und jf sind. Statt der Cileicbung 1) im vorigen Abschnitt 
kann man dann scbreibeu 

cy • ex ' 

oder 

^ -1- ; ^ ; ^ _L ; ?£i ; ^ ^1 
cy"""* ey ^ cx"^* d'~* dx dx' 

Gleichsetznng der reellen und imagiiülren Theile giebt 

4) ?* - - ?• • 

' otf Bx . 

Diesen Beäütgungsglckhungcn genügen also der redie UHd der imagi- ■ 
iiäre Tliäl eiiter Futidion complexen Argutnents. 

Da man ans dem gleichzeitigen Bestehen der Gleichungen 3)* 
und 4) leicht auf das der Gleichung 1) scbliewen kann, so folgt, 
dass, wenn u und v den DifferodialghieiiMngen Z) und 4) genügen, 
u -{- vi eine Function complexen Arguments ist. 

Partielle Differentiation der Gleichung 3) nach x giebt femer 

durch Differentiation der Gleichung 4} nach y entsteht ebenso 

^Jf _ ^ _ »» 

Bs' "* ~^ ~ Sx • 
folglich ist 

^) äi* + e? = **- 

OifFerentürt man eudlicb Gleichung 3} nach y, Gleichung 4) nach 
X, so giebt die Addition der neuen Gleichungen 

6) p, + fl,Lo. 

Ist demnach u -f* vi eine Function des complexen Äi^umenta se -{- ^i, 
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*p ffetiägt «owoAI der reeUe Tlteü u, alt auch dar imaginäre Theit v 
der ffenantUe» pttrtidlen Differeniidlglei^ing*'). 
Beiapiel: In 
w — (« 4- yi)» — a:> + Sai'y» — Sxy* — y»i — « + »•' 
ist * « — «• — Say', « — 3a!*y — y'. 

Addition beider AuidrUcke giebt also Null. 

Ebenso ist f^ — 6y, |-^ ^ — 6y, also anoh hier die Summe 
gleidi Null. Dasa auch die Gleichungen 3) und 4) erfüllt aiad, er- 
giebb sich sofort 

H 36. Ist der reelle Thell einer Fanction eomplexen 

Ai^nments gegeben, so kann man den imaginSren Theil 

bestimmen. 

Ans den gefundenen Beziehungen ergiebt sich folgende Eigen- 
thümlichkeit : Daraus, dass u eine reelle Function von x und y ist, 
die der Gleichung 5) genflgt, « eine ebensolche Function, die der 
Gleichung 6) genügt, folgt durchaus nicht, dass u -j- vi eine Func- 
tion des complexeu Arguments x +yi sei. Ist vielmehr ein so be- 
sdtaffettes « gegehen, so lässt sich mit Hülfe der Gleichungen 3) und 
4) eine yeeUe Funetion v so bestinuiicn, dass u + vi eine Function 
eomplexen Arguments wird**). Diese Bestimmung soll au einigen 
Beispielen durchgeführt werden. 

a) Man Oberzeugt sich leicht, dass die Function u^ afl — Zxg' 
der partiellen Differentialgleichung ^u -~ genügt. Hier ist 

also nach Gleichung 3) 

1^ = 3ä> — 3y^ und tf, = ßsx^ — 3g^)dg = 3x^g - y',- * 
wozu noch eine willkürliche Function von x treten könnte, die 



*) Caoehjr nemit u+vi, wenn u nnd v den obigen Bedingungea genfl- 
geo, eine monogene Function von x + yi. Der Name üt deahalb gewUhlt, 
weil eine lolche Function, wie in S 37 gezeigt nird, in jedem PtinMe jedei 
iJlattea nar ntwn Differentialquotieaten Lat, nach welcher Hichtang sich auch 
dai Argument Andern mag. Vgl. Lsercicei d'^nal^rae et de phjüqne mathä* 
matique. IV, pog. 346. 

**) Jede reelle Function u, welche der QL ^u » genügt, läNt uch alao 
Uli reeller oder imaginUrer Tbeil einer Function eomplexen Argumenta be- 
trachten. Hierin Hegt die Umkehrung du vorigen Satzea, ^>,'~ 
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nach y cooitant iit. Feroer üt ^-** ^ — ^^y* >l*o a»ek Gleichung 4) 
Tj^ — (i«y, demnach », — yöj-jfdx^Sai'y, wosu noch eine will« 
kfirliche Function von y treten kOnnte, die nach x constant ist. 
Diese letztere ergiebt sieb aus dem Werthe von », alt — j/\ während 
die bei r, erwähnte willkQrliche Function von x, weil Hie in Vj 
nicht aufbitt, wegzulassen igt. Die Vergleicbung von v, und v, er- 
giebt also, dass die gesuchte Function 

V -■ 'ix-y — y* 

ist. Die tvl u ^ a? — Zxy^ gehörige Function complexen Argu- 
ments ist also 

n + W ■- 3i'y - y> + i (Sx'ff - y') - (* + yi)\ 
der übrigens noch eine willkürliche Constante beigefügt werden kann, 
b) Als zweites Beispiel sei g^eben 

» - lg y±^y' - ^ lg («> + »'), 

eine Function, die, wie wir bereits wissen, der Differentialgleichung 
.J«— genOgt Hier ist gc~=nrv' ^"^ """^ Gleichung 3) 
auch t^ = ,54—,, folglich r, — i ,". . dy — arctan ^ • 
Fetner ist |^ - -^-^„ also nach GL 4) |^ ^ ^ |-, und 

p, — -yv^^ '^^ — "*^" I "" *"**" « — I ' 

so dass sich in diesem Falle v, und v, nur um eine Constant« unter- 
scheiden, deren ZufQgung gleichgültig ist. Demuach ist' 

V ^ arctan ■? , 



also u + vi—\gy'x'-i-y^ + i arctan | • 

Um dies als Function complexen Arguments zu schreiben, bedenke 

man, dass 

und 

ci - i arctan |-=| Ig f±^ - j[le{x+yi)-\s(x-yi)] 
ist, woraus durch- Addition folgt u-\- vi ^» lg {x -f- yi). 

Allgemein wäre die Bestimmung von v aus gegebenem u fol- 
gcndermassen zu formuliren : Das vollständige- Differential der ge- 
suciiten Function ist 

•"-¥/'+ U"- r ,■ 
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iMÜer, uacb deu Gleiühungen 3) und 4) 

Wir gehen jetxt hierauf nicht nuher ein, da dieser Puukt gewiiie 
l'unctiunentheoretiBchfl Kenutuisse vorauuetzt, die mit dem Be- 
griff dea Integrals complexer Functionen zusammenhängen*). Die 
Andeutungen dieses Abschnitts hatten nur deu Zweck, die Wichtig- 
keit der obigen Differentialgleichungen darzuthun und auf einen 
gewissen Zudammenhang mit Problemen der mathematischen Physik 
voRubereiten.'bei denen es darauf ankommt, eine reelle Function 
t(, die der Gleichung Au^O gen%t, aus vorgeschriebenen Be- 
dingungen zu bestimmen. Noch« Obigem kann man statt dieser . 
reellen Function die Function complexen Ai^menta u -f- vi be- 
stimmen, wodurch das Problem in der Regel vereinfacht wird. 

)| 37. Der Werth des Dlirerentlalquotleuteii einer Fnuetion 

complexen ArgiimentB Ist iinabhiliigig ron der Richtang, In 

der das Argument sich Suilert. 

Es sei w — t( + »i — f{t) — f(x -f- j/Oi a'so 

und das vollständige Differential 

dv> - dl,« + vi) -dv, + idv _ (ll + .»i) i«+ (|| + j ||) d), 

und endlich der Differentialquotient 

7) d„_ di.+.D _^{U + 'u)''' + {U+ 4|)''y 

'da ^ d{a!-J-yt) "* dx+idg 

Wäre nun tc nicht Function von (* + yi), sondern nur von 
X upd yi, fänden also nicht die Beziehungen 3) und 4) statt, 'so 
würde -^ von de, d. h. von der Art der Aendernng, speciell von 
der Richtung derselben, abhängig sein, denn dx und dy, folglich 
auch 2~> B>>^d vollständig willkUrlipb , und der obige Ausdruck ist 

*) TgL hienn Lipscliits! Lehrbndi der AoalTsis, II, 8 ISO. 
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TOD ^ abhängig, was man lofort arkennt, wenn oben und unten 
durch dx dividirt wird, «odorcb er sich in 



i^S 



T«rwimdelt Ist aber lo Fimction von x -{- yt, Bo kann mta Bach 

3) imd 4) |I dnrdi ?!! nnd |ü durch - |5 eneten. Hierdurch 
' tfy (** SS ex 

erhält man 

rf« »* ^3! di e ' yga"^«»» d a?/ . 

^:(■+^1l)+'i-;(^+'a 

Welches äjr man also auch mit dx combinirt, stets erhält der Differen- 
tialquotiait denselben Werth, als wenn man x allein ändert, d. h. 
der Differetitüäquotient ist unahhängig von der Blddutig, in der das 
Argument g sicJi ändert. 

Die Fimction complexen Arguments hat demiLach im Allge- 
mräien an jeder Stelle jedes Blattes x-\-yi einen und nur einen 
bestimmten Differeotialquotienten , während bei der lediglich com- 
plexen Function diese Bestimmtheit nicht stattfindet. 

Es fra^ sich nun, ob umgekehrt eine Function u + vt von 
X und yi stets eine solche von (x -{- yt) ist, sobald der Differen- 
tialquotient uuabhängig von der Art der Aenderung des Arguments 
ist. Soll der Ausdruck 7) unabhängig von de^^dx-^idy sein, 
so muss es z. B. gleichgültig sein, ob man dx oder dy ^eich Null 
setzt. Setzt man dy •= 0, so reducirt er sich auf 

dv 3 « I • «i» 
<ir "■ 3* "1" * g« ' 

setzt man dxt^O, so entsteht 



_;?5 _ 



und sollen diese beiden AnadrDcke, wie verlangt war, gleich sein, 
so muss ^mm^ und zugleich a ^ ~* ~ 5^ Bein. Aus den letzteren 
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Qleiehnngen folgt aber, dau u-\- vi eine Function des complexen 
Arguments ist. 

Der Unutattd aüo, dass der Differentiät^oHent emer I\uution 
w — u + vi von X und yi unabhängig vom Werthe des Differen- ^ 
tiala dz ist, enthält die tiothwendige und hinreichende Bedingung 
dafür, dass w äne Function des complexen Arguments x-\- yi sei. .. 

Uiemann gab daher die Definition der Function complexen j 
Argument«, ganz unabhängig davon, ob ein mathematischer Ana- i 
druck fQr dieselbe vorliegt oder nicht, folgenderiiiasBen *) : 

„Eine veränderliche complexe Grösse w heisst eine Function \ 
einer anderen complexen Grosse g, wenn sie sich mit ihr so ändert, \ 
daSB der Werth des Differentialguotienten -^ unabhängig von dem 
WerOte des Differentials dz ist." 

Beiläufig sei bemerkt, wie sich hieraus folgern läset, dass, wenu 
Z eine Function des complexen Arguments ist, auch z eine Func- 
tion des complexen Arguments Z ist. 

jl 38. Weiteres tlber den DilFerentiAlquotienten. 

Nach Obigem war 

dx ~dx' .dx' 
wofDr man nach den Gleichungen 3) und 4} auch schreiben kann 

Der absolute Betrag des DifTerentialquotienten kann also nicht 
nur in der Form 



sondern auch als 

u. s. w. geschrieben werden. Seiue Abweichung hingegen ist zu 
bestimmen aas 



wofür nach den Gleichungen 3) und 4) gleichfalls andere Werthe 
geschrieben werden können. 

*) Biemann; Qruadlagen TOr eine allgemeiue llieorie der Functionen 
einer verftoderliclien, complexen GiOiw. QOtttngen, 1867, Seite %. 
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Endlieb ISsst sieh, wie schon bemerkt, noch uigeu, iw» der 
Diflierentialquotieut einer Function completen AigumentB gleich- 
falls eine Function complexen Argumenta ist. Noch den Qlei- 
chungen 8) und 1) ist nämlich 

du) Sie 1 ICte 
ds ~ i5« ~ *■ 0y ' 
also 

folglich 



Der Differentialquotient genügt also der Oleichung 1) und ist 
folglich eine Function complexen Arguments. 

9 S9. Die conforme AbUMuns. . 

Die 2-Ebene und ^Ebene mSgen durch die Function com- 
pl«[en Ai^uments Z^-*f{z) oder X+ Y"»— /■(«+yt) auf ein- 
ander bezogen werden, so dass' jedem Punkte A oder j; -f- yt der 
önen .ein Punkt A. (eventuell mehrere Punkte) der ^Ebene eui< 
spricht So mögen z. B. in Fig. 25 den drei nahe aneinander liegen- 
den Punkten A'BC ^«r einen Ebene, die drei nahe aneinander liegen- 
den Punkte J., ii, C, der anderen entsprechen (um die Obrigen etwa 
vorhandenen Puuktgruppen A^li^C^ etc. bekümmern wir uns jetzt 
nicht). Den Geraden AB und AC entsprechen im Allgemeinen 
Gurrenbogen A^Ü^^ und A^C^, die aber bei der angenommenei^ 
Kleinheit gleichfalls als Gerade betrachtet werden können. All« 
Linien lassen sich Übrigens, wie die Figur ea angiebt, als Differen- 
tiale betrachten. Vorausgesetzt wird noch, dass der Differential- 
quotient -T~ weder innerhalb A^ S^ L'j , noch in dessen nächster Nach- 
barschaft oder cx> werde. 

Nun hat aber der Differentialquotient j- an der Stelle A^ , die 
A entspricht, für alle Richtungen des Differentials Acn^bcn Wcxiii, 
also moss -^^ — -,-*- sein, wobei es sich um Quotienten von Strecken 
handelt, wie im § 4. Sind aber zwei solche Quotienten gleich, so 
sind, wie dort gezeigt wurde, die entsprechenden Dreiecke ähnlich, 
denn die Quotienten der Längen und die Differenzen der Abweich- 
ungen stimmen überein. Also ist auch hier das unendlich kleine 
Dreieck ABC gleichstimmig ähnlich dem Dreiecke AxB^^Cx> Da- 
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bei teigt der absolute Betrag des DifferetUialguoÜenten -^- an, üi 
todt^em OrössettverhäUniss die beiden Zeidmwngen stdten, während 
die Abweichung angiebt, um welelten Winkel homologe Seiten der 
beiden Dreiecke gegen einander gedreht o'scheinen. Man erkennt 
(lies am dentlichBten bei der Schreibweise 

dZ — de f(ß) —de ■ Q (cos «' + t sin Q). 
Uneodlich kleine Theile beider Ebenen , die einander entsprechen, '• 
sind also im Altgemeinen ähnlich, d. h. die Abbildung ist eine eon- 
forme, die bestehende geometrische Verwandtschaft eine isogonale ' 
in dem schon mehrfach besprochenen Sinne. Besonders wichtig { 
ist, (lasa unendlich kleinen Kreisen der einen Ebene unendlich kleine i 
Kreise der anderen entsprechen. i 

Bezeichnet man mit dZ und de die Langen von entsprechen* 
den Linieuelementen beider Ebenen, so hat qian nach § 38 

wofür man nach den Gleichungen 3) und 4) auch achreiben kann 

In der Kartographie wird der durch die Wurzel ang^ebene Ver- 
gröBserungsfactor als Kartenmodul bezeichnet. Er läset sich, da 
9 — y(i -\- iji) (,5 — 1/0 ist, auch schreiben 

VrW+yi)-r{'>~yi)' 

Sein reciproker Werth spielt eine Rolle in der Theorie der Flüssig- 
keitsbewegungeu , bei denen ein Geschwindigkeitspotential existirt. 

% 40. Die singulilreu Punkte. 

Die Aehnlichkeit in den kleinstfin Theilen wird gestört, wenn- 
der DifTerentialquotient unendlich gross oder nnendlicb klein iat, 
was nur geschieht, wenn es mit dem absoluten Betrage der Fall 
ist. Es findet dann an der betrefFenden Stelle eine unendlichfache 
VergrSsserung oder Verkleinerung statt. Solche Punkte heissen 
singulare Punkte. Sie erfordern stets besondere Untersuchungen. | 
M^~ESnnte~3ie Betrachtung auf diejenigen Punkte bescbt^nken, | 
ftlr welche der Differentialqnotient verschwindet. Ist er nämlich I 
unendlich gross, so ergiebt sich aus der Anschauung der Abbildung | 
sofort, dass er für die umgekehrte Function Null ist. j 

Allgemeineres lässt sich vorläufig nur wenig sagen. Einige 
ächlUsBo kann man aus folgender Betrachtung ziehen, ö" 
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AngenomiDen, für die nninittelbue N8clil»nchaft eines Pook- 
t«B 5, sei die Entwicklang der Function Z — f(f) nach dem Tay- 
lor'schen Satze möglich, dann hätte man, wenn »„ ein benach- 
barter Punkt ist, 

fe,)-2„-««,)+ '-^r w+^'rw+^rrrrw +• ■ ■•, 

«o\>ei zunächst anzunehmen ist, daas keiner der DifFereutialqaotien- 
t«n unendlich gross wird. Da Z^*=f{i^ ist, kann man auch 
schreiben 

2,. -z,- ^ rc»,) + "i-|-^r w + ^-rc) + • • ■ 

Verschwindet nun der erste Differenlialquotient nicht, so kann 
man e„ — jT, so klein wählen, daes das erst» Qlied Über alle ande- 
ren dominirt, ao dass man, unter Vernachlässigung der letzteren, 
sehreiben kann 

z„-z,-(,„-,,)rM, 

was dasselbe ist, wie dZ ^di .f (g,) . Man hat also das Resultat 
des Torigen Abschnitts wiedergefunden. Ist also t„ Tariabel, /, fest, 
und wandert e„ auf einem kleinen Ele'mentarkreine mit Radius r, 
ntn den Punktf,, 80 wandert ^„aof einem Elementarkreise der andern 
Ebene, dessen Badius das p-fache des vorigen ist, wenn 9 den ab- 
soluten Betrag dea Differentialquotienten bedeutet, am den Punkt Z,. 
Ist hingegen f (g,) — 0, so wird der zweite Differentialquotient 
mas^ebend, und man erhält 

z„-z,-i,,-,,y.ri;)- 

Hier ist f" (e,) als Differentialqnotient der Function oomplexen Ar- 
gumenta f'(Mj) fdr alle von t, ausgehenden Differentiale eine con- 
staut« GrSase. Wiederum sei «, constant, t„ variabel, and zwar 
wandere letzterer Funkt anf einem kleinen Ereiae um «,. Wan- 
dert er von bis 180'*, so wandert (g„ — e,)' offenbar nm den 
doppelten Winkel, die Wanderung von bis 360 *> macht also einen 
doppeliett Umgang n5thig, wie dies in den §g 3 bis 6 auseinanderge- 
setzt wurde. Hat also die < -Ebene an der Stelle f, keinen Win- 
dimgspunkt, 80 wird die ^Ebene an der entsprechenden Stelle Z, 
mit einem Windungspunkte 1" Ordnung behaftet, und an Stelle der 
schlichten Ebene z. B. tritt eine zweiblättrige. Zh'e AeJitiUtHikeit 
wird also insofern gestört, als dem Winkel a iwisehen gwei Diffe- 
rentialeti dt, und dz„, die von g, ausgelten, ein Winket 2a jncüc/ie» 
den etitspredienden Differentialen der Z-Ebene entsprieht. (Der Ele- 
mentarkreis der ^-Ebene hat selbstverständlich wieder den ^-fachen 
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Darohmener, venu f den abaoluteu Betn^ d«t zweiten Differen- 
tialqootientea bedeutet) 

In dieMm Falle wird t. B. eine den Punkt t, durchlaufende 
Curve iu eine solche verwandelt, die in Z, einen RQckkehrpunkt 
hat, denn der Winkel 180* geht in 360» Aber. Die Diametral' 
pankte f„ und i^ des Elementarkreises der «-Ebene entaprecbeo 
aleo ein and demtelben Punkte Z„ des Elementarkreises der ^Ebese, ' 
so dass die Umkehmn^f der Function mehrdeutig ist. Die Frage 
deiC fliogulären Punkte hängt also mit der Vieldeutigkeit der Func- 
tionen Buaammeit. 

Verschwinden hingegen die beiden ersten DiiFerentialquotien- 
ten, so wird 

80 dasH dem Winkel a zwischen zwei Differentialen der «-Ebene, 
die von «, ausgehen, ein Winkel 3a in der ^^ Ebene entspricht. | 
Dem Winkel 180* entspricht daun z. B, ein Winkel von 540* öder/ 
180*, 80 dass kein Rflckkehrpunkt entsteht. Wohl aber entsteht] 
ein solcher, wenn die Curve in der f-Ebene an fraglicher Stelle 
eine Ecke mit dem Winkel 120* bildet. Die Z-Ebene hat jetzt, 
wenn die «-Ebene schlicht war, einen Windungspunkt 2*** Ordnung ' 
und ist dreiblättrig zu denken. 

So kann man fortbbren. — Bei Betrachtung der einzelnen 
Functionen kommen wir auf die gegebenen Andeutungen in ein- 
gehenderer Weise zurDck. Siebeck nennt abrigeos die Punkte 
der .^-Ebene, für welche /"(') ■= ^ ist, SrennpunlUe der. Curven- 
systeme der ^Ebene. 

% 41. Die tsothermlselieii CuTrensysteme. 

Durch zwei orthogonale Parallelenschaaren kann man die «-Ebene 
in ein System congruenter Rechtecke eintbeilen, die im speciellen, 
Falle Quadrate sein mögen. Bildet man die so eingetheilte Ebene: 
mittels einer Function complexen ÄJ^nments Z — f{e) auf die 
Z'Eheae ab, so verwandeln sich die beiden Parallelenscboarea in: 
zwei Currensysteme, die aicb in Folge der Conformität der Abbil-'^ 
dnng rechtwinklig schneiden. Sind die Rechtecke der «-Ebene ver- 1 
schwindend klein, so tntsteht eine Eiutheilung der ir-Ebene in . 
kleine rechtwinklige Fläcbenräume, die denen der e-Bbene ange- i 
nähert ähnlich sind, also mit zunehmender Kleinheit auch unter 
sich der Aehnlichkeit zustreben, so dass wir ein Recht haben, von 
..ähnlichen Rechtecken" zu sprechen. In diesem Sinne kann man 
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T. B. Tou einer Eintheilang der Ebene in glcleioe Quadrate" reden, 
die durcli zwei orthogonale Currensysteme herbeigefOhrt wird. 

Schon in g 24 und 35 wurde angedeutet, data man Carven- 
«Tsteme, mit denen man eine solche Eiutheilung erreichen kann, 
als isoGiemiiscIa bezeichnet. AU solche Systeme lernten wir bereits 
kennen 

1) das StrahlenhOschel durch einen Pookt und die orthogonale 
con Centn sehe Kreisschaar, 

2) das Kreisbilscbel durch cwei Punkte und die ortht^nale 
Kreisschaar. 

Ferner werden wir noch kennen lernen 

3) das System der confocalen Ellipsen und Hyperbeln, 

4) die Doppelschaar confocaler orthogonaler Parabeln, 

5) das System confocaler Lemniscaten und dos orthogonale 
BOschel gleichseitiger Hyperbeln, u. s. w. 

Hingegen würde z. B. das System ähnlicher Ellipsen mit gemein- 
schaftlicher Axe und Centrum nebüt der orthogonalen Curveuschaar 
nicht hii-rlicr gctiürun. Mai» kann hivr swar einen der elliptiHclien 
Elementarringe in „Quadrate'' eintheilen, die Fortsetzung dieser 
Zerlegung auf die ilbrigen Ringe durch die angewandten Orthogo- 
'ualcurven wQrde aber auf nichtühnliche Rechtecke führen. Schon 
früher deuteten wir au, dass das Charakteristicum der Isothermen- 
schaaren mit der Differentialgleichung ~ J| -}' -^i ^ ^ zusammen» 
hÜDgt Dies erklärt sich folgendermassen : Die abbildende Func- 
tion sei 

ihre Umkehnmg 

Zu letzterer bilde man. die conjogirte Fnnction, indem man nicht 
nur in X+ Ti, sondern auch in den Torkommendao Constanten, 
— t an Stelle von -f- t setzt, so dass man hat 
X — yi — qjjiX— Yi). 
Durch Addition erhält man dann 

durch Subtraction • 



Den Parallelen 2 — a und y — 6 der «-Ebene entsprechen alao di« 
orthogonalen Correiisysieme i^ ^ CklOfk' 
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V(^+_^?l- »«L^^l^»! , 



12) 

13) Ti A-^- X i) — v,{ A — j: tt _ j^ 

Da man niin die EiutlieiluDg der «-Ebene in kleine congnient« 
Rechtecke erhftlt, wenn a und b die Werthe einer arithmetischen 
Reibe annehmen, bo erhält man die Eintheilnog in kleine .^ähnliche 
Rechtecke" in det 2-Ebene, indem dasselbe mit den rechten Seiten 
von 12) nnd 13) geschieht So können z. B. a und h folgende 
Werthe annehmen: 

....,— 3a, — 2a, — a, 0, a, 2a, 3«, .... 

— 3/), — 'iß, - ß, 0, ß, 2ß, üß, ...., 

und zwar erhUIt man die Eintheüung in „kleine Quadrate", wenn 
a » ^ ist Die AnsdrUcke a und b heissen die iaotJtermiscIien Para- 
meler der beiden Curvenayateme. 

Nun ist aber x der reelle Theil der Kunction complexen Ai^u* 
ments q9(X+ Yi), y der von i befreite imaginäre Theil derselben, 
folglich genQgt nach den Gleichungen 5) und 6) x sowohl, wie y, 
der Diirurentinlßleichung f^, + ^ y, — 0, und donsutbe gilt von den 
linken Seiten der Gleichungen 12) und 13), die nun als Integrale 
der Gleichung idu — > zu betrachten sind. 

Die frllhor aiigegobcnon Düfinitianen der isothcrmisclicn Cur- 
rensysteme, deren eine auf der Möglichkeit der Eiutheilung 
der Ebene in unendlich kleine Quadrate beruhte , währenil die 
andere Terlangte , dass das System sich in üartesischen Coor- 
dfnateu in einer reellen Form u — > c schreiben liesse, deren ' 
linke Seite der Dififerentialgleichung a^ + 1^ ~" genügt, sind ' 
also vollkommen identisch. Der Name „isothermisch" beruht auf 
den früher angedeuteten physikalischen GrOnden. 

Die isothermischen Currensysteme leisten als krummlinige Ooor- 
dinaten ganz ausserordentliche Dienste. Wie man in der «-Ebene 
jeden Punkt durch seine Coordiiiaten a: — ■ a und y -^h fixiren j 
kann, so kann man dasselbe mit jedem Punkte der Z-Ebene mit- j 
tels der isothermischen Coordinaten I 

y(Z-hr«) + y,(X-r.-) ! 

2 . I 

die sich in ihm schneiden. Dies ermöglicht die Uebertn^ung der 
Geometrie der ü-Ebene in eine neue Geometrie der Z-Ebene. Den 
Curven f{xy) -^ der «-Ebene entsprechen dabei die Curven 

Bolmallti, iMgoiula TonHbdUBhBfUii. . . ^..S. ' 
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der Z-Ebene, und Tiele Eigenschaften der letitereo laaaea sieh so« 
fort ans denen der ersteren ableiten. Die epüteren Beispiele werden 
&«t näher erläutern. 

Selbstrersiändlich kann man mittels der behandelten Fanction 
X+ Yi mm f{x -i- yi) auch von der ^- Ebene rar «-Ebene Ober- 
fiehen , da die conjugirte Fanction X — Fi — /", (« — yt) auf 



X — 



f^±vj)+ M*^JKl) 



y A«+»0-/;(«-y»"> 

Bchliessen ISsst, so dass den CurYen X^a and F^ & die Ortbo- 
gonalBchaaren 

entsprechen, von denen sich dasselbe, wie von den obigen, ans- 
sagen lässL 

Analytisch folgt die Ortbogonalitüt beider Schaaren noch ani^ 
der DifTerentialgleichnng 

die sich ans den Gleichungen 3) und 4) durch Mottiplication eigiebt, 
Ist nämlich f(xy) »- e die Gldchung einer Gurvenschaar, so ist 
ihre Differentialgleichung 

Bfjxy) .dfixy) df, f. 

' dx *+" av d« ' 

rIm) 



«) 



'ef(xy) 



(VgL den Satz von der impliäten Differentiation). 

Ans der Betrachtung zweier orthogonaler CurrenstOcbe AB und 
BC (Kg. 2G) ergiebt sich aber 

Setzt man dies in die vorige Gleichung ein, so erUUt man als 
Differentialgleichung der Orthogonalschaar 
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Die Curventchurea fixjf) >■ e und f^ {xy) -■ c, aiad alw Ortho- 
gonaUchaftren, wenn 

^/•{»yl a/;{*y) 

g » _ ..g> 

iit. Setzt mau aber fOr /(xy) und /i (zy) dm reellen reap. imagi- 
nären Tbeil der Function Z + f t -• il>{x + yO etUi «> erhält man 
leicht die obige Gleichnis 

all Bedingnng§gleichiing dafür, daea die Currenschaaren JC — a und 
y = b orthogonale sind. Dieae ist aber in Folge der Gleichungen 
3) und 4) erfüllt 

g 43. Ableitung liener Isothermensehaaren. 

Neben diesen HauptB^stemen von IsothermeoBchaaren giebt aber 
jede Function complexen Argumenta noch zu zahlreichen anderen 
Veranlassung. So folgt a. B. aus 

Dnd X-Ti — f,{x-yi) 

durch Hnltiplication 

X>+Y'-ax + ,i)f,(x-y{), 
Bo das« den . Kreiaen lg it i— a die Isothermenachaar 

7 l8 [«* + »•■) •/",(«-!"■)]-", 
oder 

16) |[igA« + yi) + iÄ/".(*-yO] = « 

entspricht, deren liuke Seite ebenso, wie ~ lg (X' -f- Y^), als redler 
Theil der Function Ig/'(x + yO der partiellen Difierentialgleichnng 
du^a genOgt. 

Ebenso gelangt 'man durch Division -der conjogirten Aus- 
drucke auf 

X + Yi f{x + yi) 

X-Xi f,{x-yi)' 
woraus folgt 

-äV >g |i41 - Tf ['s f^'^ + »0 - lg fi (« - yi)] ■ 

FQr die linke Seite schreibe man, wie frOber, arctan ^, dann sieht 



/". 
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man , irie dem StralilenbflBchel & ^ arctui -^ ^ b durch Kall die 
ZOT Schaar 15) orthogonale Isothermensehaar 

") 4i [>B f<.' + »0 - lg f. (« - !"■)] - ' 

entspricht, die als der. tob t bestimmte imaginäre Theil der Fane- 
tion \s fix •\- yi) gleichCalU der Differeutialgleichimg z/ u — 
genügt 

Dies giebt zu neuen Rechteclueiutheilungen Anlasa, 
Aehslich ist es mit den concentriscben Kreisen um einen be- 
liebigen Punkt a -f- ^* ^^^ ^-Ebeue nnd dem Strahlenbüschel durch 
denselben. Zu diesem Zwecke multiplicire und dividire man, wie 
oben, die conjugirten Gleichungen 

X+ri-(a+!.i)-/-Ci + j,0-(o + 40 
Dnd 

X-Yi-{a- hi) — /;(«— yi) - (a - hi). 
Die linke Seite geht durch Multiplication über in 

JP_(X— a)' + (r-J)', 

durch Division, Logarithmining und Znsetiung des Factors ^ in 

arctan ^^ - -^ Ic Jg + r ." - (■ + 6i) 

■0 daas der isothennischen Krets»cha&r Ig £ « c um den Punkt 
ü'^hi der ^-Ebene die Isothermenschaar 

"' j['g(/-(i+!(i)-(«+l'«))+'e(A(*-ä'»)- («-"))]-«, 

dem Strahlenbüschel arctan v~ ■= 7 durch diesen Punkt die zu 

18) orthogonale Isothermenschaar 

19) ii[lB(ft«+S'0-(«+!'0)-lg(/',(»-!(0-(»-'0)]-C 

entspricht. . Auch hier genügen die linken Seiten der Differential- 
gleichung ^u = 0, und die Eintheilnng der «-Ebene in ähnliche 
Rechtecke wird durch arithmetische Werthfolgen von c und y erzielt. 
Yen Wichtigkeit ist die Bemerkung, dass jede Currenschaor, 
welche die Parallelenschaar X — a nnd Y =h isogonal durchsetzt, 
wiederum eine Farallelenschaar, also eine Isothermenschaar ist. Ist 
der Neigungswinkel a, so bat die Gleichung die Form 

Y~ÄX^h, 
wo X ^ tan B, h der Schnittpunkt auf der imagiiüren Axe ist. 
Die Orthogoualschaar läest sich z. 6. schreiben 

r + i^-«, Google 
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WO a der Sehnittpnnkt aaf der irnkgioären Aze ist. Beide Glei- 
changen genOgen mit den linken Seiten der Differentialgleichongf 
^« — 0. Arithmetische Werthfolgen von a und b geben die Ein- 
theilung in ähnliche Rechtecke. Statt beider Oleicbnngen kann mau 
schreiben 

2; -* 2 »» 

X +ri~ (X-Yi) , t (X+Yi) + (X-Y i) ^ . 

Setzt nun wieder f{x + ff») und /", (x — jft) für X + Ti tesp. 
X — Yi, 80 erhält mau die Gleichung neuer Isothermenschaaren, 
welche das System der Gurren 

»«+»o + /-,(«-»o .,., „„j n'+»ii-/-'"-'" ^-ii 

isogonal durchsetzen. So einlebt sich beiläufig der Satz, dass iso- 
gondle Trajeäorien eines isothermischen Curvenaystems stäs wieder ein 
isoHtennisches Curvettsf/stcm geben. 

Man kann dies jedoch geometrisch ohne Weiteres erkennen, 
da mau die Trajectorien als Diagonalcorven der „ähuHchen Kecht- 
eckseintheilung" betrachten darf. 

Die beiden neuen Systeme lassen sich schreiben 

<^T^(3 - i) + ^'^^^{i+i) - » 

ß«±.Ö (_ ^ _ + 41S=»S (_ ^ + ,•) - i. 
Links steht also in diesem Falle der reelle Theit der Function 

woraus sich die ErftlUnng der Differentialgleichung ^iu ^ ergiebt. 
Auf andere Wege, zu den- isogonalen Trajectorien zu gelangen, 
kommen wir später zurfick. Die Gleichungen lassen sich in der 
Regel direct hinschreiben, z. B. bei den Curven, die den log. Spi* 
ralen li ~a ch^ entsprechen, welche die isogonalen Trajectorien der 
eben besprochenen Kreisschaaren sind. 

§ 43. Synuuetrie und Beclproeltät bei gewissen 
Isothernieoseliaareo. 

Ist X -{- y* ^ f{x -\- yi) eine Function, welche das Imaginäre 
nur in der Yariabelen, nicht aber in den Constanten enthält, so 
ist die conjugirte /",(« — j/t) identisch mit f{x — yt), also folgt 
X ^ y» — ■ f{x — yi)y d. h.; (Jonjugirten WerUten <le$ Argtttnents 



) 
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etUspreeJien eonjugirte WerÜte der Fundion, mit audom Worten; 
G^üiJeti der e-Ebetie, die gegen die reeBe Am sgmmetriwA sindt ent- 
sprecJteti Gt^iltJe der Z-Ebttie, von denen dasadbe gilt. 

Noch aJlgemeiner wird in der Functionentlieorie folgender Satz 
bewiesen: Entspricht bei einer analiftiscken Function einer stetigen 
Folge rceUcr Werfhe des Arguments eine stetige Folge reeller Werthe 
der Function, so cittsprccJieti eonjugirten WerÜien des Arguments 
eonjugirte Wcrtlie der Function. Ton der Syrnroetrie gilt dann das- 
selbe, wie oben. . 

Bei einer solchen Abbildung gehSrt a?£0 zu dem fondamenlalen 
Isotbermensysteme , welches der Parallelen zur j^Axe entspricht, die 
reelle Axe oder ein Theil derselben, und gegen diese findet Symmetrie 
statt. Jede Curve, die einer Linie x^ a entspricht, geht beim Um- 
klappen um jene Axe in sieb selbst über, jedes Individuum der Ortho- 
goualschaar geht in ein anderes derselben über. Die isogonale Tra- 
jectorienscbaar ferner, welche die Fundamentalsysteme unter 45* 
schneidet, geht beim Umklappen um die reelle Axe in ihre Ortbo- 
gonalschaar Über. 

Ist nun f{2) eine Function der genannten Art, so lässt sich 
leicht zeigen, dass jene Symmetrieverhältnisse erhalteu bleiben, w^iu 
die Abbildung durch eine Function von der Form 

Z={a + hi).m + {c + di) , 
vermittelt wird. Der Factor a -{- hi bedeutet nämlich eiue Drehung 
uebst Yergr&sseruug, der Zusatz c-\- di eine Verschiebung. Beides 
beeinflusst jene symmetrischen Beziehungen nicht, sie fiuden nur 
gegen die Gerade statt, welche bei der genannten Abbildung der 
reellen Axe entspricht. 

An St elle der Symmetrie tritt nach Cap. I V Recipfocitat pegen 
einen Kreis, sobald die Function von der Fonu 

^ en^) + d 
ist, wo f{x) in obiger Weise specialisirt ist, wShrend a, h, e und 
d comiilexe Grössen bedeuten. 

An Stelle der Function f{s) könnte femer Überall eine Function 
/*[(«-{- ßt)e -\- y + Si] treten, nur ist dann in der Ebene des Ar- 
guments nicht von der reellen Axe, sondern einer andern Geraden 
als Symmetrielinie auszugehen. 

Man kann demnach bei solchen Functionen leicht BchlQsse auf 
gewisse geometrische Eigenschaften ziehen, deren Kenntnisa die 
Untersuchung der einschlagenden Probleme wesentlich erleichtert. 

Einige Beispiele mögen hier angegeben werden , dabei soll f(js) 
stets eine der specialiairten Functionen bedeuten. ^ ^^- 
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I, Hat eine der Funetionm f{§) die Eigenadu^, dans für 
reäk Constanten a und % die Gleidtung 

'■(' + «)-ir7M -• ,'7 

begeht, so gehört tu der l8(^hermentduutr mit dem Parameter 

X ^ Xi ein Kreis um de» Ntdlpunkt mit dem Badiua p=, und 

gegen densdben findet Itee^mxntät l>eider laoOiermemchaaren liaU. 

Dw Beweis l&sat sich foIgflDdermaaaeo fahren. Aus der ge- 

nauuteu Gleichung folgt zunKchst 

SO dase die Function auch der Relation 



/«./•(« + «)- 



genügt. Dft nun 

i^Sii^f^--^ - 7 [cos (-. 9) + »■ sin (- 9)]. 

M leistet die Abbildung ^~- dasselbe, wie die Reihe folgender 
Operationen. Man. fUbre zunächst die Abbildung i/x.f(t) durch, 
tranaformire dann die laothermenschaaren mittels des Einheits- 
kreises durch reciproke Radii vectores und klappe endlich die ge- 
aammte Zeichnung um die reelle Axe. Das entstandene Gebilde 
iat dann gleichzeitig das der Abbildung y«.f{g + er) eutsprechende. 
Nach unserer Annahme findet aber Symmetrie gegen die reelle Axe 
statt, so da&a die Operation des TJmklappens erspart werden konnte. 
£s muss demnach jede der ^-Curren sich selbst reciprok in Bezug 
auf den Einheitakreis sein, und da derselbe die ganze Schaar ortho- 
gonal schueidet, so gehört er seibat zur andern Isothermenscbaar. 
Jedes Individuum der d;-Gurven geht durch reciproke Abbildung iu 
ein anderes derselben Gruppe aber. Der Einheitskreis kann offenbar 
nur den Linien a: «=> + ~ entsprechen, und fUr die uraprflngliche 
Abbildung Z — > fix) -geht er Über in den Kreia mit Radius y^ • 
(Der Beweis würde ohne die Yoraussetzung der Symmetrie nicht 
streng sein, da der Fall denkbar wäre, dass der Einheitskreis 
zwar Ton jeder j/-Curre orthogonal durchschnitten witrde, dass je- 
doch jeder Durchschuittspunkt ein Wendepunkt fOr die entsprechende 
Curve wäre. Durch die Voraussetzung der Symmetrie ist dieser 
Fall auadrUcklich ausgeschlossen.) 
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Beispiel: Ans der Qleieliuiig 

folgt, dan die ^am-Cuiren reeiprok gegen dea Kreis mit dem Ra- 
dius }/x' sind, welclier den Linien « -■ + - "^^ g entspricht 

II. J7fif eitte ({er Fnnäümen f{t) die Eiffenscha/t, äaaa für , 
reelle Conshtnteti ß uml x 

ist, 30 ist glei<3ueHig 

mid JEU den IsotJKrmai mit dem Parameter y ■■ yi ffchörtein Krei$ 
mit Baditts p^, der den Linien y ^ + -?■ ent^riciU and gegen 
den üeciproeität heider IsothcnnenseJiaaren ttaltßtuiet. 
Der Beweis ist dem vorigen analog, 
Beispiel: Aus der Gleichutig: 

folgt die Reciprocität der sin am-Curven gegen den Kreis mit Radius 
y=, der den Linien y — + "7* JE" entspricht 

IlL Hat eine der Funetioneu f{z) die Eigenachaftt f^o^ ß'' 
reeUes « 

ist, so findet bei der AbbUdung Z — f{t) Beciprocäät gegen de» 
Kreis mit Sadius y= statt, und twar gelien die Isothermen der 
einen Scliaar in die der atid£m über. Der Kreta acltneidet dem- 
nadi beide Sehaaren vnter + 45°. _ 

Beispiel: Für den Modul x^y-s gilt die Gleichung 

Die durch cos am{e) mod x — t/- dargestellten Isothermen sind 
demnach redprok gegen den Einheitskreis, der sie anter 45o schnei- 
det. Daraus folgt Qbrigens, wie spätere Capitet zeigen werden, 
das» zu den unter 4: 45" schneidendrn Trtyectorien der sin om* 

Curven und ^am-Curren mod.x^y ^ je eine Lemniscate und 
eine gleichseitige Hyperbel gehSrt 
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Aach die al^meinere Gleichung 

""""'- ««.li..; 

IBnt eich geometrisch d»hia deuten, dus die TmiufonaatioD der 
CM am-Curren mit d«m Modul n mittels reciproker Badii rectorea 
gegen den Einheitskreis auf die cos am-Cnrven für den Uodnl k* 
fahrt. Dies hKugt mit ^tzea über die Reciprocität der Lemniscate 
xnsammeD. , 

Dass dieselben Corren eine ähnliche Reciprocität gegen den 
Kreis mit Radius l/", besitzen , folgt aus der Formel 
cos am(s + K -^ IK") — , ToH^ z' 
lu analoger Weise lassen sich eme Reihe anderer Formeln deuten, 
z. B. 

Die allgemeineren Sätze über f{e), die damit zusammenhängen, sind 
leicht auszusprechen. 

Von einfacheren Functionen mSgen noch Z ^e' und Z ^a tan t 
genannt werden. 

Aus «-• ^ — folgt, dass bei der Abbildung ^^ e* der Linie 

a; ■■ der Einbeitskreia entspricht, gegen den Reciprocität statt- 
findet. Dass unendlich riele concentrische Kreise auftreten, folgt 
aus der Gleichung 



Man vergleiche hierzu den § 7. 

Aus tan \^ — x — JfM ^ tanfj-t ^wT^ io\^ die Reciprocität der 
tan-üurren gegen den Einbeitskreis, welcher der Linie x ^ ^ 
entspricht. 

§ 44. Ist w Function ron a ^ x -\- yi nnd «-Function von 

g = g 4- i/t, so lHt> aueh w Function ron £. — Folgerui^n 

ans diesen! Satze. 

Für reelle Functionen ist der Satz selbstverständlich, für bolche 
complexen Argument« muss er bewiesen werden. 

Ist w Function von g — x-\-yi, so tat nftoh § 34.,,, 
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ist ferner i Fonetion von { ^ ({ -]- q j), wo üt ebemo 

•"-M^i-^i^ + ni). 

Einaetzniig des letztereo Werthes in die Torige Oleichnng giebt 

Jedenfalla ist w eine Function von £ und q, also ist Rnch 

ci * ' dl 
somit ergtebt sich durch Vergleichung beider Ausdrücke 

folglich auch 

Demoacb ist Gleichnng 1) erfüllt tuid w eine Function des eom> 
plexen Arguments { >■ | -|- i] t. 

Daraus ei^ebt sich folgende vichtige Cousequenz: Es sei 

also, da s ^ x -\- yi ist, 

fjl + -'1 — und i*' + ?^ - Ol 
es sei ferner 

* — J^ + ff» — V(6) — Vtf >?) + i*U"l), 
also, da ( — {-)- i]t ist. 

Setzt man dann in w fDr «und y die isothermischen Parameter 
9>(£l) ^'°'^ ^(1?) ^it>t wodurch entstehen mag 

"-»[»(El), *«i)1 + '>I(t(I'|). *(6i)1-«,({>() + "i({>i). 

SO mus^ da nach Obigem w eine Function Ton £ -{- 9* ist, sein: 

«1, h. jcnw^ eine reeÜe i^uncttwi «(«y) [«fcr v(a!»)] der Differential- 
gleit^ium ^u —■ und setzt tnaii für x und y die Paramäer 9>({)7) 
vnd ^m) etceier orthogonaler Isotltermenschaaren ein, $0 genügt u in 
seitier neuen Gestalt v^iXn) wiederum dieser Vifferentiälgleicluti^ und 
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u,({i;) _ a cMU wieder em iaoihermiachea Curveiuystem, VtCEq) ~ b 
seine Orthogondbehaar dar. 

Während also die EinfOhrung neuer Goordinftten in die Glei- 
chung ^t4 ^ die Gestalt denelben im AllgemeiDen vesentlich 
Hadert*), bleibt ak bestehen, aobtüd eine isothermisdte St^tstiMion 
stattfindet. 

EoDn mau also diese DifFerentialgleichnng unter gewissen T«r- . 
geschriebenes fiedingongen integriren, so kann man mit Hülfe iso- 
tbermischer Substitutiouenj oder was auf dasselbe, hinauskommt, 
mit HQlfe der conformen Abbildung auf synthetischem Wege be- 
liebig viele Lösungen filr neue Bedingungen ausfahren**). Unser 
Satz wird daher häufig so ausgedruckt: 

Ist u(xy) ein Integral der DiffcrenttalgUiehnnff Ju — 0, und 
setzt man für x und y die Parameter tweier orthogonaler Isothermen' 
sgsfcHie ein, e. B. giÜij) und ;('(£ij), so ist atic/t die neue Function 
ti,(£fj) ein Integral obiger Differentialgleichung. 

Geometrisch deutet sich dos Ganze folgendermEissen : In der t- 
Ebene habe mau die orthogonale Isothermenscbaar u{xy) ^ a und 
v{xtj) ■- 6, welche den Parallelenschaaren m ^ o und v^h der 
w-Ebene entsprechen. Man bilde jetzt die «-Ebene mittels einer 
Function complexen Argumenta g •= f{i) oder 5 + jj» — f(x + gi) 
ab, deren ümkehrung » -f- j/i — ^(S -f ij») ~ 9(i*t) + •ll'Cfi'j) «ei, 
so dusa die Cucven «(ary) — « uud v(xg) — b in Cunren u,{i^) 
und Vi(£tf) übergehen. Die letzteren sind dann iaothermische Curven- 
schaaren, die wieder eine conforme Abbildung der obigen Parallelen- 
schaaren sind. 

Der analytische Beweis könnte also durch folgenden Au- \ 
schauuugsbeweiB ersetzt werden ; Sind zwei Ebenen KU eitler dritten \ 
couform, so siml sie unt^ sich conform. \ 

In dem bewiesenen Satze liegt ein Hebel zur Lösung zahlreicher I 

*) Vgl. s. B. Jaoobi: Uebor eine poiticutUre LOanng der partiellen 
UiffcrontlalgleichuiiB 

Crelle'i Journal, Bd. 86, S. IIS. Dort wird dio allgemeine Bubititution durch- 

gefohlt. Vergl. auohKirohhoffi Vorleauagentlbermath. Fbyaik, 17. Abichnitt. 

**) Ijefarreich ■lod in dieier Beziehung iwei AbhandluDgen too 0. 

Uentiohel: 

a.) „Ueber einige conforme Abbildungen". InauguraldiMertation, Jena 18T1, 

auch im 17. Jahrgänge der Zeitschr. fQr Math, und Physik abgedrnokt. ' 

b) Conforme Abbildang mehrerer einfach EuaammeDhIlugender FlOchen, 

welche den unendlich fernen Punkt enthalten. Programm des Oymna- 

k üumg EU Sahwedel , 1BT4. . . .. ... 



!t3 FOnftca CatuteL 

Probleme der mathematucben Pbjruk, die auf die Integratioa äa 
partiellen Differeuti&lgleicliimg g^-|-^>~01iinaiukommeii. Dieaer 
ZasammeDhang wird sich beqnem durch ein Beispiel erörtern lassen, 
welches im nächsten Abschnitt vollständig durchgeflthrt wird. 



$ 45. Ein physikalisches Beispiel zum Torlgen Satze. 

Zu den Problemen, die unter der Herrschaft des logarithmischen 
Potentials stehen, gehört, wie schon erwähnt, das der stationären 
elektrischen StrSmuug in einer unendlichen (oder begreuzten) 
ebenen Platte, in welche unter ii^eud welchen Bedingungen con- 
stante elektrische Ströme ein- und ausgeleitet werden, wobei ttbri- ' 
geus die Zahl der positiven und negativen Elektroden nicht dieselbe 
la eeiu braucht. 

Kach Seite 51 ist ftlr den einfachsten Fall, bei dem die £lek- 
tricitüt in einem Punkte (eigentlich einem kleiuen Kreise) einströmt, 
in unendlichum Bereiche abgeleitet wird, das Potential 

7— — «..Igi-. 
Der Einfachheit halber werde £| ^ 1 gesetzt. 

Schreibt man statt r jetzt j/fx — a)* + (y — 6)', «> genügt 
das Potential V, wie wir bereite wissen, der Differentialgleichung 
!^ -f f^ » 0. Die praktische Bedeutung des Potentials ist hier 
die, dass es die Starke der elektrischen Spannung in den einzelneu 
Punkten, der Platt« angiebt. Die isothermischeu Gurren 



welche couceutrische Kreise sind, stellen also die Linien ffleicJter 
Spannuizff dar. Senkrecht gegen dieselben geschieht das Wandern 
der Elektricität, so dass die orthogonalen Geraden 

BTctan ~zri ■■ ^ 
die StrÜmuttffslinien geben. 

Es fragt sich nun, welches die Gestalt der Spannungsourven 
uud Strömungslinien sein wird, wenn die Elektricität gleich stark 
iu ewei Eiuströmungspunkten eingeleitet und im unendlichen Be- 
. reiche abgeleitet wird. 

Man denke daran, dass bei -der Abbildung { -f- ijf ^ /« ^ yt 
jedem Punkte der £>Ebene zwei Punkte der S'Ebene entsprechen 
(TgL § 5), während dem unendlichen Punkte wiederum der unend- 
liche entspricht Man bilde also die Spannungscurren und Strom- 
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Hnien des TOrigen einfachen Froblenu mittel! titeaer Fanction ab 
(die Berechtigung zu diesem Verfabrea kann hier nicht nüber er* 
Qrtert werden]*). 

War L B. vorher der EiuBtrSmungspankt der Punkt -{- 1 der 
reellen Axe, also die Schaar der Spaunungscurren 

«-lgK(«-l)'+T'-a, 
so geben sie, da aus g + qi — yx + yt folgt: 
x-\-pi — V-ri^-^2Ui, 
also X — I* — »)', y — 2gi/, aber in 



«I - lg Ai'' - V - 1)' + 4gv -o- 
Dieser Ausdruck genUgt nach vorigem Satze gleichfalls der Diffe- 
rentialgleichung des Potentials und den sonatigen nStbigen Bedin- 
gungen. Er stellt in der That die Spaunungscurren des neuen 
Problems dar. Dieselben sind leicht su discutiren. 
Die Oleichung lässt eich schreiben 

oder 

lC6+l)'>(-l']-[CI-l)'+l'l-e'-- • 
Hier bedeutet die eine Klammer das Quadrat eines von — 1 nach 
i -j- tji gehenden Radiusvectors i>, die andere das Quadrat eines von 
-|- 1 ausgehenden, so daas sich die Gleichung auch als 

p.q — e" 
oder lg i'S ~ o 

darstellen lUsst. 

£a handelt sich also um ein System confoeaJer Lemniaeaten 
{ßassinischer Linien) mit den Brennpunkten 4: )• 

Die Strömungslinien des vorigen Falles, auf -|- 1 bexogen, 
hatten die Oleichung 

I) ^ arctan -r^^ ^ b, 

deren linke Seite gleichfalls in iaothermiacber, der Differential- 
gleichung ^u •— genügender Form geschrieben tat. Sie geht 
über iu 

— 1'- 

genttgt in der neuen Form nach vorigem Satze der Differential- 
gleichung und stellt die StrSmungslinien des neuen Problems dar. 
In der Form 



«Wfc 



*) Vgl. die Utteiatüt-NachweiM va dieiem CapiteU CioO^lc 
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erkennt man sie als Gurren 2*** Gradea, die «icli ab gleichseitige 
Hyperbeln docomentiren, die dnreh die Ponkte + 1 gehen und, wie. 
ans der Conformität der Abbildoug folgt, die Iiemniacaten ortho- 
gonal darchschneideB. 

EigenthOmlich ist ann folgendes ; Die Neigongswinkel der Badii 
Tectores der Lemniscaten sind 



fr, -* arctan 



80 da! 



« + »' 



^ + fr, = arctan -^- + „.„.. ^^~ 



arctan j-j-- — x — arctan 



{-i^i+i 



£-1 e+i" 



■B « — arctan 



_«£i_ 



also, abgesehen von der Conatanten k und dem Vorzeichen, gleich 
arctan „ _ *^_ , d. h. gleich dem Ausdrucke fBr », ist. Die gleieb- 
aeitjgen Hyperbeln folgen also dem Gesetze 
* + *!"= constans. 
An Stelle der Unien r •= a and fr — / des ersteo Problems sind 
also getreten die Linien , 

p.qmma und fr -{- fr, ^ ;> 
des zweiten Problems. 

Der Grund dieses Zusammenbanges wird aieli im n%ohBten Capitel 
klären, dem eine Zeichnung dieses Curvensjrstems beigegeben ist. 
Als iBotbermenschaaren sind diese Gurren zuerst betrachtet bei 
Lame: Le^ons sur les coordonn^es curvilignes, Cap. l3, 

[An Stelle der electrodynamiscben Deutung kann man ohne 
Weiteres die isothermische nach Analogie von § 25 setzen.] 

Nach der von Herrn Dr. Gu^bhard ersonuenen elektroche- 
mischen Methode kaun man dos entsprechende Experiment so aas- 
führen, daes die Spannungscurren in Gestalt Nobili'scher Farben- 
ringe mit grosser Genauigkeit wieder gegeben werden. Man vergleiche ! 
„Sur une methode experiraentale etc." Gomptes rend., 90, 1880 
(April), „Sur les lignes equipotentielles etc.", daselbst (10. Mai),-- 

^ 46. Höhere DlfTerentlalqnotieuten und KrHrnmungsradien; 
kinematische und geometrische Andeutungen. 

Anwendungen auf di e Hydrodynamik, be_so!iderB anf^ie Theorie 
freier AusSnssstralilen^), veranlassen noch die folgenden Betrach- 
tongen. 

■) Vgl. Eirehhoff: Vorleanngea über math. Pbjiik. I. S. 291 etc., uhd 
Aaerbach: „Die theoretJBcIie Hjdrodynamik etc." GekrOnte Preiuchrilt. §S0 
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Die Ebene det ArgnmeDta umfuM die Zahlen js^a!-|*y» 
— r(co8 9> + * *"i 9^)» <'>A ^^ Kanddon die Zahlen Z — • X -{- Yt 
■* it(cos4^-{- 1 sin 4>) ^ /"(«) , die Ebene einer andern Function, des 
Differentiatqaotienten der vorigen, die Zahlen C,^ If, (cos &,-\- t rin^,) 
^^ /*(#). IVitt aach der zweite Differentialqaotient auf, so umfasst 
dessen Ebene die Zahlen C,, — 9„ (cos *„ + »' sin *■„) ^ f" {#). Alle 
diese Ausdrucke sind nach § 44 Functionen von einander. 

Zunächst werde ein horizontale?- Differential dg der «-Ebene 
betrachtet, welches vOm Punkte a nach dem benachbarten b geht. 
Die entsprechenden Pnnkte der 2-Ebene seien A und JJ, die der 
t,-Ebene A, und H.. Vergl. Figur 27, c, ß, y. 

I» der S,-£bene ist 0,A, ■» 9, der absolute Betrag des Diffe- 
rentialquolienten f'(t), 9, seine Abweiduingr folglich ist nach g 39 
das VerhültnisB der Längen äZ und dg durch p, :1 gegeben, d. h, 
dZ ^ Q,. dz, und ausserdem ist die Tangente CA im Punkte A 
des Differentials dZ parallel 0,A,. 

Dies lässt sich auch leicht kinematisch deuten. Bewegt sich 1 
z. B. der Punkt der «-Ebene mit der constanten Geschwindigkeit 
1 auf den Parallelen y = ß der «'Ebene , so hetvegt sicJi tMch § 41 
der enfspreclietule Punkt der Z-Ebene auf den Curven 

WO ip die umgekehrte Function von /"(«) ist, und ewar ist die Gc- 
schu^ittdigkeit an jeder Stelle p, und die Richtung derselben #,, ivo 
<f, und 6, die obige Jiedetitung, haben. 

Von geometrischem Interesse ist Folgendes: Für Kreise um 
den Nullpunkt der i,-Ebene ist p, constant; jedem von ihnen erU- 
sprechen also in der e-Ebfitie und Z-Ebene Curven, deren entspre- 
dtende Bogenlängen im Verhäitniss l : p, stellen. Dem Einheits- 
kreise der £,-Ebene z. B. entsprechen in den beiden andern Ebenen 
Curven von gkidter Länge. Die Aufsuchung dieser Systeme ge- 
schieht nach § 41 und 43. Beispiele werden später gegeben, 

Di^n Strahlcnbiischel durch den NuÜpunkt der i^- Ebene ent- 
sprecJien in der «- und Z-Ebene Curven, von denen je ew>ei in der 
Beeiehung stehen, dass die Tangenten in entsprechenden Punkten 
beider um den constantcn Winkel d'j gegeneinander gedreht sind. Der 
Beweis liegt darin, dass fiir jedes Individuum des StrahlenbOschels 
S", constant ist. 

Wenn femer ein Punkt der (,-Ebene sich auf einer Carve be-| 
wegt, die einer horizontolen Geraden der e-Ebene entspricht, sol 
dreht sich sein Radius 9, in irgend einem Sinne. Wechsdt dieser \ 
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Vrehungssinn , so erhäit die etUspredunde Ctirve der Z-Ehene einen 
WendepHfd^. Letzteres geschieht also stets, veno sich von 0, ans 
SD die „Di&reuOalcurrfl" eine Tangente legen ISsst, welche die 
letztere nicht schneidet. 

Passirt dabei die Differeotialcarve den Nullpunkt, so ist die 
Richtung von p, nnbestimmt, p, selbst gleich Null. Dwlurch wird 
die Aebnlichheit in den kleinsten Theilen nach den frOber ange- 
gebenen Gesetzen gestSrt, es kann z. B. ein ROckkehrpunkt ein- 
treten. [Da hier p, (cus 7, -|- t sin 90,) --° £1 dl )7i * ^ '^ >"^ ^o s^ivi 
Siebeck unter Beibehaltung der gewoltnlichen Rechenoperationen 
die reelle Grösse -f- ■= + ** d. h. tan 9>i ~- + >, so dass also die 
Cnire der Z-Ebene im entsprechenden Punkte eine imaginäre Tan- 
gente bat, deren Neigungswinkel die trigonometrische Tangente + 1 
hat Deshalb nennt er diesen Punkt der ^Ebene im Einklang mit 
Flücker einen Brennpunkt der Cuire.] Ein helleres Liebt föUt 
auf diese Verhältnisse durch die Untersuchung der KrQmmungs- 
radien der den Parallelschaareu entsprechenden Gurren der Z-Ebene. 

Li Fig. 27 ist die Tangente CA parallel 0,A,, die Tangente 
J)S \ 0,B„ also der Richtungsunterschied dS^, in der £;,- Ebene 
gleich demselben in der Z-Ebene. Ebenso gross ist der Unterschied 
der Richtungen der Krümmungsradien MA und Jtfif. Ist nun P 
der KrammungsradiuB für A, so folgt Pd^, ^ dZ, also 

In der {.-Ebene ist -^ 0,A,K, — », — d,, , wenn #„ den Neigungs- 
winkel der Tangent« K,A, bedeutet. Gleichseitig ist aber h„ die 
Abweichung von f'{ß), da zwischen der {,• und der nicht gezeich- , 
neten C,-Ebeue sich die Beziehungen zwischen der Z' und ^-Ebene 
wiederholen. Also ist -^y oder -^ 0,i?,A — (*, — ''*,)— (*»—*'*») 
-•*,— *„ — (d#, — d#„), also anter Vemachläaaigung der Diffe- 
rentiale: •^}'^ 0,S,X, — 4-, — d,,. Schlagt man um 0, mit p, 
den kleinen Bogen A,N,, so ist A,N, ^ oM^it "^^ in dem recht- 
winkligen Dreiecke A,N,B, avay^-.--'. Wird der hieraus fol- 
dt _ 

dt . sin r 

und da endlich der absolute Betrag p,, des zweiten Dtfferentialqao- 
tienten auf die Gleichung dt^.p,,«/« fahrt, so hat man 

■^ »„«int*.— *„) 
Ist Z.B. die Abbildung Z—t* zu behandeln, wobei. ^.— 2«, 
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3 , also », m 
Hier folgt aber i 
Jt (CO« * + 1 ain 0) — r* (coi 29) + t sin 291), r» — JB, 7 — Y' 
also ist der KrOmmungaradius 

Im folgeudeu Capitel wird aich zeigflo, da» bei dieser speciellen. 
Abbildung die borizontalen Geraden der «-Ebene in Parabeln Ober' 
gehen, die den Nullpunkt zum Breonpuiikte, die reelle Axe zar 
Axe haben. Die Formel fOr den Ertlmmvmgsradios dieser Parabeln 
ist in der That die obige. 

Aus der allgemeinen Formel fdr f ergiebt sich sofort, dasa 
wenn f/, und 9,, von Null Terschieden sind, aber fr, ■» #^^ ist, 
d.h. die Tangente der Differentiaicurve , darch den Nullpunkt geht, 
der KrflmmungsradiuB der uutersuchten Ciirreu unendlich gross ist. 
Ein Wendepunkt tritt ein, wenn an dieser Stelle #, — #„ sein 
Zeichen wechselt. Unter leiclit festzustellenden Bedingungen kann 
ferner P = werden. Dann ändert die Curre im Allgemeinen 
plötzlich ihre Richtung, jie passirt z. B. den entsprechenden Punkt 
eines Windungspunktes. 

Handelt es sich in der z-Ebenc um Gerade von der Neigung 
^, so ändert sich die Sache nur wenig. Wegen der Conformität 
hat dann dZ die Neigung fr, + tf"! ^i' ^i^ Neigung *„ + ^, an 
Stelle von y tritt also jetzt #, — (^ + «■„)■ 80 entsteht fDr den 
KrQmmungsradiuB die Formel 

P— - 



sin (ff, — #„ — V) ' 

die für das Strahlenbüecbel durch einen beliebigen Punkt der r- 
Ebene und seine Abbildung in der ^-Ebene gilt. Sind p, und 9,, 
endlich und verschieden von Null, so giebt ifr « d, — *„ — 90" 
den kleinsten Krfimniungsradius, nUmlich P^ ^- Einmal fOr jeden 
solchen Punkt wird Pbbod, nämlich für die Curve, die der Ge- 
raden mit der Neigung il» — *, — ft„ entspricht. 

Nachtri^;lich sei bemerkt, dass sich die obige kinematische 
Betrachtung auch auf die höheren Differeulialquotienteu ausdehnen 
lüsst, wobei der absolute Betn ^ des z weiten alsJBesclileuaigung 
aufgefaest werden kann. 

lieber diesen Punkt vergleiche mau Möbiua: lieber die pho- 
■|k ronomisclio Deutuug des Tuylor'scliou TheoreiuB, Crelle's Journal, 

^^ lliiliiiiUller, liuHanitli Vsiwnndl.olmfl.u, 7 
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Bd. 36, Seite 91—94. üeberliaQpt laut sich die Bewegung des | 
stanen, ebenen Systems mit HOlfe der confonnea AbbUdnog in die i 
Bewegung conform veriladerlicher Systeme fibertragen. Hierher \ 
gehSrt Einiges aus den Abhandlungen des Herrn Barmester, 
IdnematiBcIi' geometrische Untersuchungen der Bewegung gesetz- 
massig -Temnderlichet Systeme betreffend,' in der Zeitschrift fOr 
Mathem. und Physik, Bd. 19, 20, 23, und aus einer ferneren im 
16. Bande der Mathematischen Annalen. In Band 30 der Zeit- 
schrift ttlr Mathem. und* Pbysilc wird z. B. auf Seit« 405 das kreis- 
verwandt •veränderliche System behandelt ! Bemerkungen Über die 
Kinematik des lemniscatisch-reränderlichen Systems gab ich selbst 
im 21. Bande der Zeitschrift fSr Mathem. und Physik, Über die 
des lemniBcatisch-Teräuderlichen Systems n*** Ordnung und die Kegel- 
fläche im 26. Bande derselben Zeitschrift. In modificirter, Weise lassen 
sich diese Betrachtungen für die Hydrodynamik verwerthen, wozu 
man die bereits erwähnten Werke von Kirchhoff mid Auer- 
bach vergleichen mag. Die Geschwindigkeiten sind dann die_reci- 
proken der büh^ren: .'"■■.■* ■ " ■--.'•■■ 

Endlich sei noch erwähnt, dass eine Gruppe von Cubaturen 
und Reibensummirungen mit Hülfe des Differentialquotienten der 
Fnnctionen complexeo Arguments sich leicht und Übersichtlich 
durchführen lässt. 

Wird nämlich eine conforme Abbildung durch Z •— /"(«) ver- 
mittelt und ist dabei ^.«■/'(z) ^ ^(cos fr + * viu ^)r bo geht im 
Allgemeinen jedes Iflüchenelement q der je-Ebene in ein Khnliebes 
der ^-Ebene Über, welches im ^-fachen Massstabe zu zeichnen ist, 
so dass es den p'-fachen Inhalt hat. Die Fläche F-*£q geht 
also Ober in eine Fläche JP, <= £f^q, utul offenbar iat die MasseaM 
für den InliaU von F, üleiUtscIt mit der MoisiaU für den ItüiäU 
eitles Korpera, der dadurdi entsteht, dasa tnan über der OriffinaU 
flädic F an jeder SkUc ein Loth h — p* erricJUei. Man kann also 
von F auf J, oder wenn J bekannt ist, von diesem auf F^ scbliessen. 

Ist z. B. die abbildende Function Z — f, wo n eine von 
TCnll verschiedene reelle Zahl ist, so ist 

^ m» »r"-' [cosC» — 1) (D + » «"»(n — 1) tfl\, 
tmd der Factor der Flüchenvergrössemng ist p* — n'f'<"-". Die 
Jjothe gebe'ü ein Roti^onsparaboloid 2(tt — l)**' Ordnung. Wird 
dasselbe von einem Kreise mit Radius r um den MuUpuiikt be- 
grenzt, so wird dieser durch Z a £^ in einen n-fach durchlaufenen 
Kreis abgebildet, dessen Inhalt nr**x ist. Ebenso gross ist dann 
der Inhalt des Paraboloids 2(n — 1)**' Ordnung, und zwar ist bei 
positivem n der paraboloidische Körper innerhalb des Kreises, bei 
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negativem n der ausBerhalb li^nde K&rper, der sich bei abneh- 
mender Höhe ine Uoendliehe erstreckt, su nehmeD, Der Grenz« 
fall » ^ führt auf daa Parabotoid — S*" Ordnung, welches mit 
HtÜfe der Abbildung 2— Igx zu behandeln ist, da hierfOr 

^' — -i. — i- r CO« y — i sin (b1 

ist. Der Kreisring mit dem Radius r, und r, geht dabei in ein 
Rechteck mit der Basis lg r, — lg r, und der H5he 2« Ober (rgl. 
§ 7), so dasa der Inhalt des letzteren, ebenso der des Rotations- 
paraboloids 2'*' Ordnung über dem Kreisringe mit den Radien r, 
und tjf durch 2ff Igp gegeben wird. 

Kennt man den Inhalt einer Fläche, in welche ein beliebig 
g^ebeues Ebeneustück durch die Abbildung ^««* übergeht, bo 
- kennt man auch den Über der Originalfläche stehenden oylindri- 
schen Ausschnitt des Parabaloidkörpers. 

Vom Rotationsporaboloid könnte man leicht zu einer Parabel 
halb so hoher Ordnung übergehen, indem man nach Art des Cava- 
leri'scben Priucips in gleichen H5hen Linien zieht, deren Länge 
dieselbe Masszahl hat, wie die Querschnittsfläche des Paraboloids. 
Die Farabelfliiche hat dann dieselbe Itihaltsformel, wie der Para- 
boloidki>rper. Man findet so für die Parabel y^lf den Lihalt 

«471 ^'^'^ beweist somit zugleich, dass fElr reelles j) > — 1 der 
Werth der Weihe 

ll' + 8i' + gl'-|....-|-wP 1 

«»+' "p+i 

lim n ■■ oo 
ist, wobei p auch gebrochen und irrational sein kann. 

Auch für reelles |> < — 1 und den Grenzfall j) — — I kann mau 
die entsprechenden Formeln leicht aufstellen. 

Der Fall Z-^t* ist deshalb von Interesse, weil die Masszahl 
für den Inhalt des Rotutionsparaboloids über beliebiger Fläche mit 
dem polaren Trägheitsmomente der letzteren als identisch betrach- 
tet werden kann. Dusselbe lässt sich also graphisch durch eine 
' FlUcbe darstellen und kann mit Hülfe des Planimetcrs leicht ab- 
gelesen werden.*) 

Das Paraboloid — 2^' Ordnung ferner steht in Zusammenhang 
mit der Parabel — 1*** Ordnung, d. h. mit der Curve y — ' — oder 

*] VetffL Siebeok, Zeitschrift ßlr HatUein, uod Pbyiib, Bd. 10, Seite 80, 
wo Jedoch ein Vanehen lu oonigiroB iat, * ~ i>'~ 
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iler gldchseitigen Hyperbel. Da dies auf den Grenzfall Z^]g$ 
fahrt, so erklärt sich die -logaritlimiBche Inhaltafonnel fOr die ;gleicli- 
seitige Hyperbel, die fOr die Mechanik und zwar fUr das Capitel 
TOD der Arbeit eines abgeschlossenen Luftquantums bei cbnstanter 
Temperatur, also unter Druckabnahme nach dem JIdariotte'scheu 
Gesetz, von so boher Wichtigkeit ist Dass man in Shnliclier Weise 
die Cylinder&ächen der eben betrachteten Körper mit dem Umfange 
entsprechender Gurren in Yerbindmig setzen kaun, ist selbatYer- 
stÄndlicb. 

Diese letzten Betrachtungen sollen nicht einen wissenschaft- 
lichen Fortschritt geben — denn die Resultate lassen sich auch auf 
bekannten Wegen finden — , sondern den Zusammenhang des hier 
behandelten Gebiets mit andern Bereichen der Mathematik andeuten. 
Jedenfalls geben sie Anlass zu zahlreichen Uebungsbeispielen, deren 
l^ung sich in besonders eleganter Form darsteUeu lässt. 

% 47. LItteratur. 

1) Originalverk für die ersten Betrachtungen dieses Capitels ist 
Riemann'a Dissertation; Grundlagen für eine allgemeine Theorie 
der Functionen einer veränderlichen complexen Grösse. 

2) üeber die conforme Abbildung veigleiche man die in den Vor- 
bemerkungen citirten Originalwerke von Lagrange, Gauss und die 
Siebeck'eche Abhandlung im 55. Bande des Crelle'sohen Journals. 

3) Die allgemeinen VerbültniBse sind mehr oder weniger aus- 
führlich dargestellt in folgenden Lehrbüchern: 

Durege, Elemente der Theorie der Functionen einer vei^der- 
lichen complexen Grosse. Leipzig 1873, 2. Aufl. 

Keumann: Vorlesungen Qber Kiemann's Theoria der Abe)'- 
ichea Integrale. 

Tbomae; Abriss einer Theorie der complexen Functionen. 
Halle 1873, 2. Aufl. 

Lipschitz: Lehrbuch äer Analysis, Bd. II, § 105 — 134. 
Bonn 1880. 

K^nigsberger: Vorlesungen über die Theorie der elliptischen 
Functionen. Leipzig 1874. 

Schlömilch: Compendium der höheren Analysis, 11, S, 85 etc. 
Einen kürzeren Abriss giebt: 

Durege: Theorie der elliptischen Functionen, Abschnitt 20. 

Kirchhoff; Vorlesungen Über mathem, Physik, Abschnitt 21.' 

4) Zu § 40 ist die Siebeck'sche Abhandlung in Crelle's Jour> 
na], Bd. 55, zu vergleichen. Ueber die Ausdehnung der Taylor'* 
sehen Itciheuent Wicklung auf complexe Variabelo sehe man z, B. 
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Schlttmileh, Comp. d. Asal., Bd. II, 3, 86, wo sich auch hiito- 
rische NoüteD befinden. 

6) Zu § 41 cf. L»ja4: Lefona inr les coordonn^ cttrvilignea 
et leura divenes applications, PariB 1859, betonders § 94, Caa du 
Potential cylindrique, Le^on XI: Syat^ta cjlmdriquea iaotberme«. 
Le^^ XII und XIII geben inatructiTe Beiipiele. 

6) Hierher geh5rige Beispiele giebt ferner die Habilitatione- 
schrift Tou K. r. d. Mähll: Ueber ein Problem der Eartenpro* 
jection, Leipzig 1868, auch im 69. Bande dei Crelle'achen Journals 
abgedruckt. 

3) Eine kurze Zusammenstellmig des Wichtigsten nebst einigen 
Beis|Hflleii giebt Waagerin: Ueber eine neue Art der oonformen 
Abbildung einer Ebene auf eine andere, ^runert's Archiv &5. 

8) Wichtig ist eine Arbeit von H. A.^chwarz: , Ueber ebene 
algebraische Isothermen", Crelle'a Journal, Bd. 77, in welcher nach« 

. gewiesen wird, dass sich alle algebraischen Isothermeuschaaren 
durch Abbildung mittels algebraischer Functionen aus drei Funda- 
ttieutalsystemen ableiten lassen, Dieselben sind: a] Die orthogonale 
Doppelschaar der Parallelen, b) das StrahlenbÜechel nebst concen- 
trischer Kreisschaar, c) das System derjenigen Siebeck'scheu 
üurvenschaaren, die als sinam - Gurven (mod k ■}-, reell und < 1) 
bezeichnet werden. [Vergleiche Siebeck: Ueber eine Gattung von 
Gurven 4.. Grades, die mit den elliptischen Functionen zusammen- 
hängen, Crelle's Journal, Bd. 57 und 50.] Es handelt sich also, 
wie dazu bemerkt werden m^, um die Eintheilang in a) doppelt 
unendlich viele, b) einfach unendlich viele, ,c) eine endliche An- 
zahl von Bechteckeräumen. 

9) Zu § 45 vergleiche man C. Hildebraudt: Ueber die statio- \ 
nüre elektrische Strömung iu einer uneudlichen Ebene und einer i 
Kugelobepäüche. Inaugural- Dissertation, Göttingen 1881. Dasselbe 
Thema ist in} Programm 16)^2 der Realschule Sil Goiidersheim be- 
handelt. Die einschlagende Litteratur ist dort augegeben. In Rio- 
maun'a Abhandlung: »Zur Theorie der Mobili'schen Farbenringe*', 
Nr. HI der „Gesammelten matheni. Werke", wird die Bdethode von 
Book zur Fixirung der Spaunungscurveu besprochen. 

10) Mit der Integration der DiCTerentialgleichung jJu ^ unter 
vorgeschriebenen Uand • Bedingungen — d. h. mitr der Auffindung 
einer Function, von deren reellem Theile die Werthe auf einer ge- 
gebenen Begrenzung gegeben sind (z. B. gleich dem Logarithmus 
der Uadii vuctoros der Üruuzpunkto, die von einem pLuikte im Innern 
ausgehen), die ferner innerhalb des begrenzten, einfach zusammeu-- 
hüngenden Bereichs als endlich und stetig definirt ist und dort der 



102 FänfWi CapiteL 

DifTerentJalgleicIiDag ^u*wO genOgeu soll — beschäftigt giob be- 
reits eine ziemlich umfangreiche Litteratur. Die Schluasparagrapheu 
der Biemann'schen Dissertation grOnden den Beweis der Bestimm- 
barkeit auf das Dirichlet'ache Princtp, welches jedoch rücksicht- 
lich der Strenge anfechtbar ist Man vergleiche auch dessen „Theorie 
der Abel'scben FtmctioueD", Grelte'a Journal, Bd. 54 (1857). Herr 
H. Ä. Schwärs bat den Beweis mit Umgehung des Dirichlet'* 
scheu Princips in folgenden Äbhandlungeh geliefert: - 

„Ueber die Integration der partiellen Sifferentialgleicbiing 
t^ -f- g-^ ^ für die Fläche eiues Kreises." (15. Jahrg. der Viertel- ! 

Jahrsschrift der naturforschenden Gesellschaft zu Zürich.) Mai 1870. 

„Ueber eiues Greuzübergang durch alternirendes Verfahren.* 
Ebendaselbst, August 181). 

„Ueber die Integration der partiellen Differentialgleichung 

unter Torgeachriebenen Grenz- und Uustetigkeitsbediugimgen." Aus 
dem Monatsberichte der Kgl. Akademie der Wissenschaften zu Berlin 
vom October 1870. 

„Zur Integration der partiellen DiSerentialgleichuug " 

Crelle's Journal, Bd. 74. (Zum TheU Wiedergabe der erstgenauu' 
ten Arbeit) 1872. 

Mau vei^leiclie auch Prym: Zur Integration der Differeutial* 
gleichung ^+^'^="0. Crelle's Journal, Bd. 79. 

Veitmann: Die Bestimmung einer Function auf einer Kreis- 
öäche aus gegebenen Randbedingungen. Zeitschrift fSr Mathem, u. 
Physik, Bd. 26. 

Dass der Kreis und zwar der Einbeitskrcis als einfachste ge- 
ücbloasene Curre in den Vordei^rund tritt, ist selbstTerstundlicb. 
Nach den Principfen der Abbildungstheorie kann man von ihm aus- 
leicht %u anderen Begrenzungen übergehen. 

An die Schwarz'schen Untersuchungen schliesst sich an: 

11) Scbottky: Ueber die conforme Abbildung mehrfach bu- 
ttaiumeuliüngender ebenor FlÜcbcn. Inauguraldissertation. Berlin 1876. 

Beisjjiele conformer Abbildungen giebt noch; 

12) Amstein: Un exemple de reprdsentation conforme. Bull. ■ 
See. Vaud, Nat XV, und : Quelques ezemples de ri^presentatiou con- 
forme avec leur application ä un probleme d'hydrod^namique. Eben* 
duaelbst XVI. ^,.. 
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13) W&hrend des Dmcki finde ich aagekDndigt: 

F. Klein: Deber Kiemanni Theorie der algebnÜBcfaen Fonctio- 
uen und ihrer Integrale. Leipzig 1882, B. 6. Teubner. 

14) Terapfttet wird mir noch bekannt: Haton de 1» Qon- 
pillitire: Memoire anr una non?eUe theorie g&i^rale des Ugnea 
iBothermes et du poteiitiel cylindrique. Journal de l'KcoIe poly- 
technique. Gahier XXXVIII. 

16) Die in den folgenden Capiteln gegebenen Beispiele sind, 
wo nicht anderes bemerkt wird , vom Verfasser in der Sleitachr. fflr 
Mathem. und Physik, Bd. 16« 18, 20, 21, 26, im Crelle'schen 
Journale Bd. 83, in den Mathematischen Annaten Bd. 18, und in 
einigen Programmen der Kgl. äewerbeschule zu Hagen, z. B. 1880, 
behandelt worden. 

Sechstes Capitel, 

Die Abbildungen Z = s? und z = Yz und ihre Beziehungen 

zur lemuiscatischen und cardioidischeu Verwandtschaft;, 

% IS. Allgemelues über die Abblldnugen Z — a'^ 

und « — j/2 

Beide Abbildungen sind «chon mehrfach zur Sprache gekommen 
7. U. in den Paragraphen 4, 5 und 4&. Es ist gezeigt worden, dasa 
Kreise um den Nullpunkt beider Ebenen und Gerade durch den- 
selben efnander entsprechen, dass^jedoch ein Winkel ce im Nnll- 
punkte der e- Ebene in den Winkel 2 a der 2- Ebene Qbeigeht, z. B. 
derWinkel 360" in den Winkel 720", dass also die Z- Ebene als 
zweibltittrig oder als Winduugsfiäcbe 1. Ordnung zu betrachten ist, 
sobald die «-Ebene als einblättrig angesehen wird. Durch Figur 7 
wurde der Cbaraktor der Z-Ebene veranschaulicht. 

Aus X + Yi<={x-\- yif — a;' — y' + 2xyi, 
oder 

Jl(coB * + i sin *) — [»"(cos ip-^i sin 9)]' — r*(coB 2^0 -(- » sin 2y) 
folgen durch Gleicbsetzung des Reellen und Imaginären u. s. w. die 
Beziehungen: 

1) X — «' — y', r—2xy, R~r^, «P — 29), 
X-rj-(af-yi)'. 
aus denen sich leicht ergiebt: 

' ' XJDOgIc 



Aus den Formeln fOrx + ^t andir — yi folgt ferner durch Addition 

und Sobtraction 

3} % 

Entaprecliende Kreise sind R^e md r' ■« e, entsprechende Gerade 
mm Y und 29} ^ Yf resp. y -f 360*. Die Conatruetion entspre- 
chender Fankte geschieht also mit elementaren Hilfsmitteln. Die 
Zweiblättrigkeit der ^Ebene ist, wie schon früher auseinander ge- 
setzt wurde, ein Mittel, die Zweideutigkeit der Beziehung s^yZ 
aufzuheben. Man kann z.B. folgende Anordnung treffen: DerVer* 
zweignngsscbnitt, längs dessen sich beide Blütter der ^Ebene ohne 
Zusammenhang durchkreuzen, sei die positive reelle Axe, dem 1. 
und 2. Quadranten der z-Ebene entspreche das obere, dem 3. und 
4. das untere Blatt der ^Ebene. Xur im Nullpunkte und im anderen 
Endpunkte des Yerzweigungsschuitts, d. h. im unendlichen Funkte, 
hängen beide Blätter zusammen, denn e •= yz ist für Z » ein- 
deutig, und dasselbe gilt von Z ^ 00, sobald nur ein unendlicher 
Punkt angenommen wird. Umkreisung des Xullpunktes der Z-Ebene, 
überhaupt jedes Ueberschreiten des Verzweiguugsschnitts f{flirt ohne 
Unstetigkeit aus dem oberen Blatte ins untere, oder umgekehrt aus 
diesem in jenes. 

Beide Ebenen sind nach § 39 conform aufeinander bezogen. 
Nur der Nullpunkt und der unendliche Punkt machen eine Aus- 
nahme, was, wie wir bereits wissen, mit dem Verschwinden und 
dem Cnendlichwerden des Differenttalquotienten zusammeuhuiigt. 
Es ist liier 

-^ _> 2i ^ 2r(coa 91 -]- t ain ip), 
also 2r der absolute Betrag def DilFerentialquotieuten. Bei Z ^ s^ 
findet also ausserhalb des Kreises mit Radius r ^ — Vergrösserung, 
innerhalb desselben Verkleinerung statt, im Punkte 00 ist die Ver- 
grösseruDg oo-fach, im Nullpunkte unendlich klein. Dass beide 
Funkte in der Z-Eheae Verzweigungspunkte sind, veranschaulicht 
man sich, indem man die Ebene als unendlich grosse Kugel be- 
trachtet, auf der der Nullpunkt und der unendliche Punkt eutgegen- 
{*esetzte Lage haben. Die Abweichung 7 des DilFerentialquotienten 
giebt an, dass die Linienelemente der ^-Ebene um den Winkel 9 
g^en die entsprechenden der «-Ebene verdreht sind. 

In beiden Ebenen entsprechen sich folgende Curveuschanren : 
nX Y) - 0, f[(x' - ,'), (2ij)] - 0, 
.r(Ji»)-0, rtr-, (2»)] - 0, ^. 
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f[yV, tJ-O, «rrt-O. 

Gebilden der eioen Ebene, die reciprok gegen einen Kreis nm deo 
Nullpankt sind , entsprechen Gebilde der anderen, die reciprok gegen 
den entaprechenden Kreis sind. Gebilden der einen, die symme- 
trisch gegen eine Gerade durch den Nullpunkt sind, entsprechen 
solche, die symmetrisch gegen die entsprechende Gerade der anderen 
li^n. Beide Sütze hüngen mit § 43 zusammen. 

Drehung eines starren Gebildes um den Nullpunkt der einen 
Ebene giebt Drehung des entsprechenden um den Nullpunkt der 
anderen ohne jede ■ Aeiulening der Gestalt. Dieser Satz werde als 
der Drehvngssatz bezeichnet. Der Vergröaserung eines Gebildes' der 
einen Ebene, verbunden mit einer Verschiebung solcher Art, dass 
der Nullpunkt Aehnlichkeitspunkt wird, entspricht Vergr&sseruug 
und Verschiebung des entsprechenden Gebildes der andern, wobei 
wiederum der Nullpunkt Aelmlichkeitspunkt ist. Die Aelmlichkeit 
des letzteren Ocbildes bleibt also erkalten. Beide Operationen lassen 
sich combinireu, ohne dass die Aehulichkeit des Gebildes gestört wird. 

Zu der Beziehung /(X F) -= und f[(x^ — y»), 2xy] — ist 
noch zu bemerken, dass den Curven »"" Grades der Z- Ebene im 
AUgemciuen solche Curven vom Zh"" Grade der «-Ebene entsprechen, 
deren Gleichung erhalten bleibt, wenn man die Vorzeichen von x und 
y gleichzeitig ändert. Klappt man also eine solche Curve erst um 
die d;-Äxe, dann um die j/'Axe, so deckt sie sich in der Schlusslage 
mit der ersten Lage. & finden also gewisse Symmetrieverhältnisse 
statt Nicht in diesem Sinne symmetrische Curven 3n"* Grades der 
jT- Ebene gehen demnach nicht in Guiveu n'" Grades der Z-Ebene über. 

^ 49. Don Farnlloleii zur reellen and iinagiuitren Ax« der 

if-Kboiio onlNpreclien zwei Orthogonnlscliuarcn glclcliscltlgcr 

Hyperbeln <ler «-Ebene. 

Nach Gleichung 1) dieses Capitels entsprechen den Curven 
X -» a und Y = i die Ourvenscbaaren 

4) . a;' — y' — fl 

5) r.j 2xy — b. ' j^ 

Nach § 3Q sind bejde Schaaren orthogonal, nach g 41^gen0gen die 
linken Seiten der Gleichungen der Difi'erentialgleichung ^u ■— 0. 
Nehmen die rechten Seiten die Werthe von Gliedern arithmetischer 
Reihen an, so erhält man die Eintheilung der Ebene in „ähnliche 
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Bechtecke,' sind die Differenzen in beides Reihen dieselben, so 
hat man die Eintheilung in „kleine Quadrate", Bekanntlich stellen 
die Cmren 4) und 5) gleicltseüige Hyperbeln dar, deren Centnim 
der NoUpnnkt ist Die Haoptaxe der ersteren Schaar ist bei positiTem a 
die reelle, bei negativem a die imaginüre Axe, denn die Scheitel- 
punkte sind die Punkte + y'a, die Brennpunkte also die Punkte 
+ ^2a. Ersteres erkennt man daraas, dass die Gerade X ■» a 
die reelle Axe im Punkte a schueidet. Für die andere Schaar sind 
die Ijnien :±:45<* die Azen. Dies folgt daraus, dass der Schnitt 
der Linien Y^^b mit der imaginären Axe der Punkt bi ist, dem 
der Punkt f/Vi entspricht. Beide Schaaren sind congruent, deuu 
Drehung um den Kullpunkt führt die Schaar X ^ » in die Schaar 
T ~^b über, wobei nach vorigem- Abschnitt auch in der «-Sbene 
die Congruenz erhalten bleibt. Alle Gurren unter sich sind ferner 
nach der Bemerkung Über YergrSsserungsoperationen ähnlich. Aus 
dem Drehuugssatze folgt, tlass jeder hdiebiti liegctulen l*arallelen^ 
schaar der Z- Ebene eine gldcltseitige Hyperbelschaar eiäs$ricH. 
Folglich: Jede isot/ottalc Trajcctorienscluuir der gleichseitigen Hyperbvl- 
äcltaar ist tcicdenim eine solclie. Ist der <»nstante Schnitttcinkel a, 
so sind die Axeii beider Sijsfeme um ~ gegen einander vcrdrdil. Letz- 
teres folgt aus dem Verhalten des KuUpunktes. 

Durch Figur 28 wird die quadratische Eintheiluug der «-Ebeue 
durch beide Hyperbelschaareu bei arithmetischer Aufeinanderfolge 
der a und b dargestellt. Die zugehörigen Faralleleuschauren . der 
^Ebene tvird sich der Leser leicht dazu couatruireu. Die Ver- 
grösserungäverhältnisse erkennt man anschaulich an den einzelnen 
„Quadraten", ebenso die Stdruug der Couformität im Null{>uukte. 

Die Linien 

T—AX^b 
und X-\-AY — aA 

stellen, wenn b und a arithmetischen Reihen folgen, Ortbogoual- 
schaaren von Parallelen mit „ähnlicher Rechteckstheilung" dar. Das- 
selbe gilt also von den entsprechenden gleichseitigen Hyperbeln 

6) 2xj,-Aix' — y') — b 
und 

7) ' 3^ — J/*-i-A{2xj,) mm a.A, 

deren Gleichungen .mit ihren linken Seiten ebenso, wie die vorigen, 
der Differentialgleichung ^u '= genügen mOsseu. 

Das StrahlenbÜschel durch einen Punkt a-{-bi der ^-Ebene 
gebt nun selbstveiständlich in ein BOsdiel gloitihs^itigw, .Hreerbeln 
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durch die Punkte Ya -f- 6» der »-Ebeae Ober. Die entsprechende 
OoordinatenformuliruDg wird im nScBaten Abschnitt von sndereu 
Oesicbtapunkten aus gegeben werden. 

Pbysicaliach lässt sich die l*'igur 28 auf verschiedene Weise 
deuten. Werden zwei Hyperbeln derselben Schaar auf constanten i 
Temperaturen f, und ^ erhalten, so sind für den stationären Zustand [ 
die zwischen liegenden Hyperbeln der Schaar Isothermen. Statt der 
einen Hyperbel kann man zwei sich recjitwinklig schneidende Ge- 
rade durch den Nullpunkt, statt der anderen eventuell des unend- 
lich fernen Bereich nehmen. Aehnlich ist die Deutung ftlr die 
coiistaute elektrische Strömung. In einem sehr tiefen Kanäle, der 
durch zwei solche Hyperbeln begrenzt ist, läsgt sich ferner bei 
Nichtberiicksicbtigting der Reibnug eine Flüssigkeitsbewegung als 
möglich betrachten, bei der die Stromlinien die fibrigen Hyperbeln 
derselben Schaar sind. Schneidet mau ferner lüngs einer Linie durch den 
Nullpunkt die Halbebene ab, und rollt mau sie genau schliessend zum 
schlichten Kegel mit dem Nullpunkte als Spitze zusammen, so geben 
die Hyperbeln Xlaiuncnnreu auf dieser Kegelflüche, die sich als Coor- 1 \ 
diuaten uud Isothermen oder elektrische Spaunungscurven auf der- I 
seihen in ähnlicher Weise deuten 'lassen. Das Modell giebt sofort ' I 
das eigenthUmliche Verhalten der Kegelapitze an. 

tf 50. Dein Strahlcnbilschel durch einen Funkt a-^hi der 

if-Kboiit) iiiul der cont-catrlschcii OrlliogoiiiiUcJinni' von Kroisoii 

cntspi'iclit ' elii Bflsvhcl gleicliseitlger Hyperbvlii durch die 

ruukte y'ä'+hi niid einu OrtlLOgoiuilschoar coiifoealcr 

LeiuiUscatfiiL j 

Dieser Satz ist schon in § 45 als Beispiel behandelt worden, j 
£r werde iu modificirter Weise noch einmal bewiesen. 

Der Kreis um den Punkt a ■\- bi der ^- Ebene mit lladius e 
lässt sich schreiben 

[X-|-r»-(o-|-6»)]-[-X— Tt — (a-iOl— «:'. . 
Durch die Abbildung Z—z' geht er über in die Curve 

• [(* + yif - (« + 601. [(^ - y»T - C« - 601 - «*. 

oder, wenn jede Klammer in ihre beiden Factoren zerlegt wird, in 

Setzt man uuu j/a + fii -= « + ^J, so folgt ^a — hi ^ a — pi, 
also wird die Curvengleichung . • 
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MultipHciit man jetzt die paarweise conjng^rteD Factoiea aas , so 
entsteht 

oder 8) Pi^'Pt' ^ ^ Te»p. Pi-Pt "■ c» 

wobei die Badü vectores » und j), tou den Paukten 

± (o + ßi) -»/^+Ti 
ausgehen. Also: 

Der conc&ürisclteu Krcisschaar B ^ e um dm Pmikt a-^-bi 
der Z-Ebctie entspricJii die Scliaar der amfocalen Lemmseate» 

p, .J), — c 
um das Fmiktpaar T/a + bi der e-Ebeite. Die beiden Brennpunkte 
dieser Cassini- Ciirveti entsprechen dem Centrum der Kreisschaar. lo 
Polarcoordinaten lässt sich die Lemniscatenschaar schreiben: 
r* — 2r* (o cos 2<p + b sin 2qn) + a* + 6' — c". 
Die Gleichung einer Geraden, die vom Punkte a -f- & j der Z- 
Ebeue mit der Neigung^ ^ y ausgeht, lässt sich, wie schon Öfter 
gezeigt ist, schreiben 

was darch die Abbildung e — • j/Z übergebt in 

■■- (x + yT-la + m 1 ,-r» +»i-(° + gillt»+»<+(«+>i)l_,. 
äi'SC»-!,.)'-!«-!..') 2.»l»-ji-(.-Ji)U»-si+(.-(((Jl '' 
oder 

1 i_ »+!li-('+ g<) I 1 i-. «+»''+l«+ >0 
ä. »«-yi-(.-|ii)"''8>'''/t-».+(«-"?r) 

-" arcton -^^^^+ arctan ^^^ ^ y, 
oder endlich 

9) ff, + *, _ y 

(resp. Y -)- 360*, was den entgegengesetzten Hyperbelarm giebt), 
wo 9-, and ff, die Neigungen der Radii vectores p, nnd p.^ sind. 

Da den Geraden der ^Ebene gleichseitige Hyperbeln entspre- 
chen, so li^ in dieser Gleichung das geometrische Gesetz der- 
selben. Also: " 

Dem KreisbÜsciiel <9 « }• durdt dm Punkt a-\'hi der Z-Ebene 
entspricht das Bäsciid ghicIiseUiijc r Hyp erbeln *, + #,-■ y dwt^ 
das Punktpaar +{a + ß{) — )/a + bi der e-Ebene. 

Wie sich QbrigenB Gerade als Kreise mit einem im Unendlichen 
liegenden Ceutrum betrachten lassen, so kann man die gleichseitigen 
Hyperbeln als Lemniseaten betrachten, deren Brennpunkte in un- 
endlicher Entfernung liegen. >>'" 
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Beide behandelt«ii Guirengruppea sind orthogonale Isotfaennen- 
scbaaren. Ihre isoUienniacbeD Schreibweisen sind: 

10) ^BPiPf~c und ft, + *s, — y. 

Nehmen e nn^ y die Werthe arithmeÜBcher Reiben au, so hat man 
die Recbteckseintbeilong, bei gleicher Differenz der Reihen die qna- 
dratiBche Eintheilung. Letztere ist in Fig. 29 dargestellt Ans dem 
Verhalten sehr weit entfernter Punkte folgt, dass bei dieser Eiu- 
theilung die Asymptoten der Hyperbeln unter gleichen Winkeln auf- 
einander folgen, was die Constructiou erleichtert. Auch dies ist in 
der Figur angedeutet. Später wird sieb zeigen, dass die Brenn- 
punkte deif Hyperbeln auf der Lemniscate mit Doppelpunkt liegen. 
Die Maximn der Lemniscaten liegen übrigens auf dem Brennpunkts- 
kreise. 

In Cartesischen Coordinaten, also in den Schreibweisen 

i [lg {(a; - »)> +(s- W'} + lg {C^ + «)' + (» + «'}] - = 



und 



arctan ——■- -\- arctan |^T^ — y, 



wobei für letzteres auch einer der obige» imaginären AusdrQcke 
gesetzt werden kann, genügen die linken Seiten der Differential- 
gleicliung ^u ^ ü. 

Die isothennische und elektrodynamische Deutung der Figur 29 
ist schon in g 4ö theilweise gegeben. Man kann noch Folgendes 
hinzuFagon: Werden zwei der Lemniscaten auf constanten Tempe- 
raturen t^ und tj gehalten, so sind die zwischenliegenden Lemais- 
cateu Isothermen. Werden zwei der Hyperbelarme auf gleichen l 
Temperaturen gehalten, so sind die zwiscbenliegenden Hyperbeln | 
Isothermen. Zwei der Lemniscaten, ebenso zwei der Hyperbeln, > 
kQnnen auch als positive und negative Elektroden für das Einstr5- 
men der ElektricitUt in eine unbegrenzte Platte betrachtet werden. 
Dem Leser bleibe die Lösung des folgenden Specialfalles Qberlaasen: 
Die reelle Axe ausserhalb Ali sei die Eiuströmungselektrode , das 
StQck Ali und das Lotb in die AusstrSmungscurre. Welches 
sind die Sponnungscurven? — Auch eine hydrodynamische Bewe- 
gung in einem entsprechend begrenzten Kanäle lüaat sich in ähn- 
licher Weise, wie oben, als möglich betrachten. Endlich ist noch 
auf die Erscheinung der Polarisationsbyperbelu und Interferenz- 
Lemuiscateu optisch zweiaxiger Krystalle (z. B, Salpeter) hinzudeuten, 
die gleichfalls durch Figur 29 reranscliaulicht wird. Die Halbebene 
liUst sich zu einem Kegel mit als Spitze aufrollen, der durch die 
Uurven der Fig. 29 quadratisch eiiigetheilt ist Man hat ohne Weiteres 
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die SpuinuDgscarren und Stromlioieit i^ den Fall, du« in einem 
Pnnkte des Kegelmantels ElektricitSt einitrBmt, im unendlichen Be> 
reiche abgeleitet wird. Wiederum Teranicbanliebt dai Modell das 
eigenthQmliche Verhalten der Kegelspitze. - .^ . 

Latttet die Oleichang einer Ciirve in Polareoordinaten, die auf 
eitten PuiiU a-\-hi der Z-Ebem hetogm sind, f(R^) — ■ 0, w tri 
die Gleicimng der entspredieiulen Curveii der e-Ebaie 

wobei p, und j), wieder von + j/a + ^f ausgehen , während &, und 
9, ihre Neigungen sind. 

So gebt c. 6. die. Gleichung der isogonalen Trajectorien der 
Ereisschaar 

Itm^eh^, 
also der logarithmischen Spiralen, Ober in 
i'ii'i — «■**'+*■. 
tcelefus die GkicJmng der isogonalen Trajectorie» der eonfoealen 
Letnnisealen ist. Dieselben befolgen also das Gesetz, dass das Pro- 
duH der Itadii vcctores geometrisch tunimmt, wenn die Summe iJircr 
Neigutigswiniel sidi arilhmetiseh ändert. 

Kennt man von einer solchen transsceudenten Gurre neben den 
zu Grunde liegenden Brennpunkten nur zwei Punkte, so kann mau 
unendlich viele Funkte -der Gurre elementar coQltmiren. £■ ist 
nnr nöthig, die KechteckBeintheilung der Ebene bis ins Kleinste 
dorcbzufQhren. 

§ 51. Andere Lemniseatenscliaaren neint Ihren Isogonalen 
Tr^eetorlen. 

Da allen Kreisen der Z-Ebeue in der ;;-Ebene Lemniscaten ent- 
sprechen, so entspricht jedem Kreisbflschel durch zwei Punkte der 
ersteren ein LemniscatenbQscbel dmrcfa zwei Punktpaare der letz- 
teren, der Orthogonalschaar von Kreisen hingegen eine Orthogon^r 
schoar tou Lemniscaten. 

Die Gleichungen der beiden Kreisschaaren sind aber: 

<fr — X^y und lg -Q ^ c, 

wobei a, + &|t und a, -|- h^i die Ausgangspunkte der Radii vecto- 
res sein mögen. Ihueu entsprechen folgende Gleichungen der bei* 
den Lemniscatcnscluiaren: 

und ■ ■' r^s- , 
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oder nnfnoher 



«1 • Si ^' 



wobei die Radii veotorei j>, und ji, too dem Pnnktpaan >/«,+&,», 
die Badii vectorei ^i und 9, von dem Pnnktpaare j/a, -J- 6j» &iw- 
geben, irrend 9,, 9>i, ji and* jj die entsprecbendeu Neigon- 
gen sind. 

Mao bnt also folgenden Satz: Gehm von dm Edcen .eine$ 
Parallehgramma Radii vedores P\, P\, g.\ vnd q^ aua, imd etßar 
von den Oegenecken gleichnamige, so ist der geometrische Ort für das 
constante Verhiätniss der Prodiikte P|j), und g^q, eine Lemniscate. 
Sind 9),, 9)3, Xi **^ tj ^^ enisprechenden Neigungswinkd , so ist 
der geotnetrische Ort für die constante Differenz der Summen (9, -f- T») 
*"x' (Zi + Xi) ^'"^ ^^ vorigen orthogonale Lemniscate. 

Da 7^ ~> 1 eine Gerade ist, so ist ^i-^ — 1 eine gleichseitice 
Hyperbel, da ancb «P — X« resp. 180' eine Gerade ist, so üt . 
(Vt "f Vi) ~ (Zi H~'Zi) ^ ^ )^^P- I^" gleichfalls eine gleichseitige 
Hyperbel. Beide Hyperbeln entsprechen den Potenzlinien der Erels- 
schoaren. Man kann sie als Potenzbyperbeln bezeichnen. 

Setzt man in Gleichung 12] und 13) Cartesische Ooordinaten ein, 
wobei die Wohl des Nullpunktes ganz gleichgültig ist, ebenso wie 
die Richtung der reellen Äxe, so genügen die linken Seiten der 
Differentialgleichung Au^O. 

Durch Figur 30 sind diese beiden Lemniscatenschaaren dar- 
gestellt, und zwar ist die quadratische Eintheilung der £bene ge- 
geben. Der Satz (qo, + ?Jj) — (2, +);») — }' entspricht ganz dem 
vom Constanten Periphoriewinkel , denn <P — X ist ein solcher. 
Schreibt man statt des Obigen (9, — Xi) — (Vi — Zi) -■ y, 80 findet 
mau , dasB die Klammern Periphertewinkel , der Lemniscate dar- 
stellen, die aber zwei Parallelseiten des Parallelogramms in Fig. 30 
stehen. An Stelle des constanten Peripheriewinkels beim Eieise 
tritt also die constante Differenz zweier Feripheriewinkel bei der 
Lemniscate. 

Die elektrodynamische Deutung der Figur 30 ist sehr einfach; | 

Macht man zwei Gegenecken des Parallelogramms zu positiven, die \ 

beiden andern Gegenecken zu negativen Elektroden, durch welche 1 

£loktricitiit in eine unendliche Platte ein- resp. auastrOmt, so sind 

■k die Lemniscaten der Scboar Linien constanter elektrischer Span- ' 
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aong, die des BOscbels sind Stromlinien der ElektriciUt,*) Ungs 
eiuer BQschellemniscate kaun man die Platte ausBcbneiden, ohne 
daus sich der Zustand ändert. Uie sonstigen elektrodynamischen, 
ebenso die isothermiscbeu und hydrodynamischen Deutungen der 
Figur wird der Leser leicht selbst aufstellen. 

Auf Ki^ur ai ist der S|>eciulfall des Quadrates (an Stelle des 
Parallelogramms) 1)ebaudel(, auf den wir bei späterer Uelegenbeit 
zurQckkommen. Der schattirte Theil stellt den stationären Zustand 
einer Kreisscbeibe dar, in welche in den Punkten + 1 Eleklrlcität 
ein-, in den Punkten + i ausströmt 

Geht das KreisbQschel der Z-Ebene dnrcb den Nullpunkt und 
einen Punkt a -\- bi, so gebt das LemniscatenbQachel durch den 
Nullpunkt uud das Punktpaar j/a + &t , d. h. man erhält ein Bttschel 
der gew&bnlicbeu Schleifenlemniscaten. Die Gleichung desselben 
lautet 

14) » + e,_2,_,, 

die der orthogonalen Lemniscatenscliaar hingegen 

Figur 32 stellt die quadratische Einth«ilun(f der Ebene mittels 
dieser CurreuBchaaren dar. Eine elektrodynamische Deutung ist 
z. B. die, dass zwei positive und eine negative Elektrode, lebstere 
im Nullpunkte, vorhanden sind. Die Quantität der in letzterem 
ausströmenden Elektricität ist doppelt so gross als die, welche in 
jedem der beiden anderen Puukte eingeleitet wird. Hierin liegt 
ein Specialfall zu einem sjüter abzuleitenden elektrodynamischen 
Gesetze. ■ - ■ 

Für die symmetrisch gegen die reelle Axe liegende Schleifen- 
lemniscate dieser Figur hat man die Gleichung 

oder 

sin[» + *, — 2x1 — 1, 
wahrend die Gleichung der Hyperbel dieser Figur lautet: 
P:-P! _ i_ 



*} Ich verdanbe der Oüte dei Herrn Dr. Gadbharcl tu Paris den Be-' ' 
litz zweier Platten, auf denen die Figur SO auf elektrocbemiMbem Weg« 
durch Kohiti'ftche Farbenringe mit anHerordcntlichuc Genauigkeit reprodooirt 
iit. Man vergleiche deucn Abhandlungen im £lectriciea von 1B8S, in den 
Comptes Rendna der Academie dei Scicucet und in den Bullettni de la So- 
äötä de Plij'titjiifl dea«ell>en Jahrei. 
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Anf enUprecheode ÄiiAlogi«ii in der KreiarenrancHwiltaft bnucht 
nur hingedeutet ea werden. 

Andere Specialfälle, c. B. diejenigen, wo die vier Eckponlcte 
des Parallelogramms auf der Qeradeii gruppirt werden, sind leicht 
durchzuführen. 

Nacli g 19 haben die isogonalen Trqektorien des KreisbOschek 
die Oteicliung 

— — c**-Jf 
Q 

Die entsprechenden Tr^ectorieu des allgemeinen Lemnisoaten- 
büBcbela 12 babeu also die leicht zu deutende Gleicbnng 

16) ^*^ — cft'»' + »J-ü'.+jtJ, 

Für den Specialfall 14 lautet die Trajectoriengleichung 



Auch die Trajectoriengruppeu lassen die entsprechenden physika- 
lischen Anwendungen zu, nur bandelt es sich nicht um Punkt-, 
sondern um Linien-£Iektroden. Hat man zwei Indiridna des Kreis- I 
bÜBchels und zwei der Kreisschaar, so kann man die ähnliche Recht- ! 
eckseintheilung des Ebenenelementes bis ins Kleinste durchfahren. 
Dasselbe gilt von der lemniscatiscfaen Eintheilung. Hat man also 
ausser den Brennpunktes zwei Funkte einer tranascendenten Gorve 
von der durch Gleich&ng 16) dargestellten Art, cto kann man 
_ unendlich viele Punkte derselben elementar construiren. Zahlreiche 
Eigenschaften aller hier bebandelten Curven lassen sich ohne jede 
Schwierigkeit aussprechen. Halbirung der Ebene durch eine den , 
Nullpunkt pasairende Gerade und die schon besprochene Formirung 
eines gewissen Kegels giebt Coordinateusysteme und Sätze ffir die 
Oberfläche desselben, und gleichzeitig werden phystkaliscfae Probleme 
gelSab, die der Verallgemeinerung auf alle Kegelflüchen ^hig sind. 
Figur 3Ü z. B. fQhrt auf die Strom- und Spannungscurven eines 
gewissen Kegels, bei dem in einem Mantelpunkte Elektricität ein-, 
in einem beliebigen andern itusstrSrnt. 

% 53. EtDige Satze llber die bolinndelten CarTensysteme. 

1) Die Mittelpunkte den KreisbClschels reap. der Kreisschaar 
liegen auf einer G«raden, die zur orthogonalen Kreisschaar gebSrt, 
folglich: Die lirennpunkte des Lemniscatciibüschels dttrch ewei J'unkt- 
paarc liegen auf einer ortJiogonalcn gleichseitigen Hyperbd, die der 
Xemniscafenscltaar gleichfalls, 

ir, liofoniU VarwiDdUBhalttn. ~ - ^,\'~ 
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2) Spiegelung des Nullpuuktet gegen die vertduedeaeD Indi- 
Tidua eines beliebigen StrahleubQecIiels giebt einen durch den Nuli- 
ponlct gehenden Kreis, die Fusapookte der Lothe vom Nnllpunkte 
nach dem StrahlenbQschel geben ebenfalla einen solchen Kreis. 
Nun irar in g 49 bemerkt, dass der Linie X^ a eine Hyperbel 
mit den Scheitelpunkten ^a und den Brennpunkten f^2a entspricht, 
letztere also dem Spiegelpunkte des Nullpunktes gegen die Gerade 
correspoudireu. Nach dem Satze von der Drehung folgt also: 

Die Sretmpmilcte des HtfpcrbelbiiscJiela lU^en avf der durtSi den 
NuUpunM gellenden orthogonalen Leuiniseate, die Scheitelpunkte liegen 
auf eitler alinUcJien Lemniscaie. 

3) Inversion des StrablenbQschels durch a -|- hi nebst concen- 
trischer Ereisschaar gegen den Einheitskreis um den Nullpunkt 
giebt ein KreisbOschel durch den Punkt , . . und den Nullpunkt. 
Folglich: Inversion des gleicJtseitigen Hgperhelhilscliels durch das 
Puidäpaar ^a + hi und der sugehörigen confocalen Lemniscaten- 
scJiaar gegen den Einhcilskreis giebt ein Jiüschel von Sddeifenlenmis- 

caien durclt das Punhlpaar 1/ —rrp ""^ ^^ NullpunJU nebst ortlto- 
gonaler Lesmniscaienschaar. Die Figuren 29 und 33 sind also re- 
ciprok. Die Verallgemeiuerung für beliebig grosse Kreise giebt nichts 
Neues. 

4) Durch Inversion gegen einen Kreis um den Nullpunkt gebt 
jedes KreisbOschel nebst orthogonaler Kreisschaar wieder in ein 
solches Qber. Folglich : Inversion gegen einen Kreis um den Null- 
punkt verhandelt jedes Lenin iscateJibüseJtel durch Pupktpaare ya + 6t 
und j/a, + 6| i nebst orthogonaler Leniniscatenscltaar wiederum in 
solclie Curvettschaarcn mU Büschdpunkien, die den gegebenen rcct- 
prok sind. 

5) Die Sätze 3) und 4) über die t)rhaltung der Lemniscaten 
lassen sich auch auf ihre Traject«rien ausdehnen, d. b. auch diese 
behalten ihren Charakter bei. 

Man versuche diese Säize auch analytisch nachzuweisen, indem 
man zeigt, dass die Gleichungen der behandelten Gnrvensysteme 
ihre Gestalt bei den Transformationen beibehalten. 

6) Die Reihen von BerOhrungskreisen, die einem Winkel ein- 
geschrieben sind, haben iLre Berührungspunkte auf der Winkel- 
halbirenden; sind sie einem concentrischen Kreisringe eingeschrieben, 
so liegen die Berührungspunkte auf dem isothermisch halbirenden 
Kreise; vrar der Kreisring excentrisch, so war AeLnIiches der 
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Fall, etc. AUen Satten über solche Kretereihen, beeondera auch den 
Schliessungaproblemen des g 18, entsprechen Satte über Beihen von 
Lemniseaten , die einem ■ Streifen oder Hinge oder einer Sichd ein- 
geschrieben sind, die von gleidiseUigen Hyperbeln oder Lenmiscaien 
hegrcntt werden; nur müssen aUe diese Curven dasselbe Centrum 
Jidben. 

AehDlicheB gilt vod den SchlieBstmgsproblemeD , die Jacobt 
im 3. Bande lies Crelle'schen Journals mit dem Additionstheorem 
der elliptischen Functionen in Verbindung gebracht hat. 

Anch die Sätze Ober Kreiareiheo in dem Ringe zwischen loga^ 
ritlimischeu Spiralen und Doppelapiralen lassen sich auf berührende 
Letniiiscatenreihen zwischen den. Trajectorien der Lemniseaten- 
bQschel ausdehnen. 



§ fiS. Die leninlseattflche Geometrie and Kinematik. 

Man erkennt aus den vorigen Abschnitten, dass die Geometrie 
des Kreises und der Geraden sieb mit Hslfe der Abbildung e <— yz 
elementar ans der ^-Ebene in die i-Ebeue übertragen lässt, wenig- 
stens so:nreit es sich um die Geometrie der Lage und um longimetriache 
Relationen handelt. (Sätze aber Flächeninhalte lassen zwar Deu- 
tungen zu, dieselben sind aber unbequem in Worte zu kleiden.) 
Jedem Satze uud jeder Construction entspricht ein gewisser Satz 
oder eine Coustruction , wobei an Stelle der Worte Gerade nnd 
Kreis die Worte gleichseitige Hyperbel und Lemniscate treten, nur 
haben diese Curven eämmtlich ein gemeinschaftliches Centrum. Ein 
Beispiel mag dies erläutern:. 

Die Winkelbalbirenden des Dreiecks schneiden sich in einem 
Punkte, dem Centrum des eingeBchriebeoen Kreises, folglich: die * 
gleichseitigen Hyperbeln, welche die Winkel des Hyperbeldreiecks 
halbiren, schneiden sich in einem Punkte, der ein Brennpunkt der 
eingeschriebeHeu Lemniecato ist. 

Sind ferner P, Q, R, S Punkte einer Geraden, p, q, r, s ihre 
Entfernungen von einem ihrer Punkte a + bi, das Doppelverlwlt- 
nisa also 

r — q a — q 
so gehen diese Punkte in vier Punktpaare auf gleichseitiger Hyper- 
bel Über, auf der auch das Pnuktpaar J^a -{- bi liegt. Zieht man 
von diesem aus Radii vectorca nach den vier Punktpaaren, so wird 
das lesrnniscatiache Dopiwlverhältniss 



fiTt — qtgt i,H~t>iPt 
denselben Weitb K haben. 

Ebenso geht das DoppelTerhSltniu von vier Strahlen ' 
•Mae) .mJM, ^ 
im(6c) iia(_axij ■*> 
Dber in das lenmiscatische Doppelrerhältniss 

«in Ur + rO -(" + «Ol ■ rin [(* + »,) -{f + f,n _ „ 
«n l(T + n) -(? + (».)]■ «n U» + «.)-<• + «i)] ' ' 

Gerade die Sätze Ober projectinsche Pnnktreihen ond StraUen- 
bOschel sind demnach leichter Uebertragung fähig. AnsfOhrlicherea 
findet mau in des Verfassers Abhandlung Aber diese als lennma- 
tische bezeichnete Geometrie im 21. Bande der Zeitschrift fOr Matbe- 
matit und Phjsik. 

Wie man durch die Durchschnittspunkte entsprechender Ele- 
mente zweier projectiviscben StrahlenbQndel, ebenso dnrch die Ver- 
bindungslinien entsprechender Elemente projectiviacber Punktreihen 
die Eiegelschnitte definiren kann, so kann man mittels lemnisca- 
tisch projectivischer Hyperbelbüschel desselben Centmms resp. 
solcher Punktreiben auf gleichseitigen Hyperbeln Gurren definiren, 
deren Gleichungen sich auf die Formen 

Pi ■ fi + 2i • 2i ^ '^i (•**' Ellipse entsprechend), 
|>,j>j — 2i Si "= C| (der Hyperbel entsprechend), 

fiPi ^0^* " ' ~ T ~ ' "" T f'^*'' Paralwl entsprechend), 
redttciren lassen. Man könnte dieselben als „lenmiscatische Kegel- 
seJiniUe'^ bezeichnen. 

, Setzt man z. B. als bekannt voraus, dass bei Einströmung der 
Elektricität in eine unbegrenzte ebene Platte mittels einer end- 
lichen, geradlinigen Elektrode, sobald die Ableitung im anendlichen 
Bereiche geschieht, die Spannungscurven f^ den stationären Zu- 
stand confobale Ellipsen (mit den Endpunkten der Geraden oU 
Brennpunkten), die Stromlinien confocale Hyperbeln sind, so kann 
man mittels der Abbildui^ ü — ^Z folgendes Problem lösen: Die 
Elektiicität stztime ein durch zwei Elektroden, die gleiche und ent- 
gegengesetzte Theile einer gleichseitigen Hyperbel sind (im spe- 
ciellen Falle zwei gerade Linien gleicher Länge, die Theile der- 
selben Geraden sind , oder ein symmetrisches Ereuz aus zwei Ge- 
raden), während die Ableitung im unendlichen Bereiche geschieht. 
AVelcbes ist die Gestalt der Spannnagscurven und Stromlinien? 
Oö'eubar werden dieselben durch die beiden «r^tei) GJejctmngen der 
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IfltKtbuprocbeDeii Gruppe du-geitellt Aach das entaprachende 
Fknbelproblem ISut uch leioht anfatellen. 

Im 21. Bande der genumten Zeitschrift üt aach gezeigt, wie 
die Bewegung von starrea Sjetemen in der ^Ebene in eine Be- 
' wegnng lenmiacatiBch Teranderlicber Bjatenu in der «-Ebene Aber- 
tragen werden kann. Es ist z. B. Üar, dasa der Rotation der 
^•Ebene nm einen Punkt a -f- bi eine Bewegung der «-Ebene ent- 
spricht, bei welcher alle Punkte eich auf Lemniscaten mit den 
Brennpunkten ± y^a + 6» bewegen, mit andern Worten: die» 
Lemniscaten sind der betrachteten Bewegung in sich selbst glei- . 
teude Gurren. Das gleichseitige HyperbelbOschel dreht sich dabei 
unter steter Gestaltrerändening am das genannte Punktpaar. Die 
Bewegung entspricht etwa der Erscheinung an optisch zweiaxigen 
Krystallen, welche eintritt, wenn man das analysirende NicoFuhe 
Prisma oder das Krystallblättchen in seiner Ebene dreht- Auch 
die Parallelverschiebung des starreu Systems, daa ähnliche An- 
schwellen eines vemiderlichen Systems und Combinationeu dieser 
Bewegungen lassen sich in mehr oder weniger interessanter Weise . 
deuten, nachdem mau sie in die «-Ebene Ubertr^en hat. _J?tg 
Gesdtmnthjiksiten .ergeben sich dabei aus den ahsoluten Bdrägen der 
Viffereniialqmtienten. Der Verfasser hat diese Theorie als die der 
lemitiscaiisclien Kinematik bezeichnet. Mit den besprochenen hydro- 
dynamischen Bewegungen bat dieselbe insofern nichts zu thun , als 
bei denselben die Geschwindigkeiten proportional dem reciproken 
Weftbe des DifTerentialquotienten sind. 

% 64. Lemniscatisehe Reciprocltilt nnd Verwandtschaft 

Die Operation, welche bei der Abbildung e-=^y^ der Inver* 
■ion mittels eines Kreises der ^-Ebene entspricht, lässt sich zweck- 
mässig als isotJtermische Spiegelung gegen die Lemniscate bezeichnen. 
Wie bei der Inversion £reise in Kreise Übergehen, so gehen bei 
der entsprechenden Operatiou Lemniscaten desselben Centrums in 
ebensolche Lemniscaten Ober. Eiu Specialfall ist die iBothermische 
Spiegelung gegen die gleichseitige Hyperbel, welche der Spiegelung 
gegen eine Gerade entspricht. Wie die Inversion ein Special&ll 
der Kreisrerwandtschaft ist, so ist die Spiegelung gegen die Lem- 
niscate ein Specialfall der allgemeinen lemniscatisclien Vertoandt- 
scltafl. Eine Idee von letzterer kann man sich folgeudermassen 
macheu: Zwei Ebenen mögen in Kreisverwandtschaft stehen, jede 
unterwerfe man der Abbildung e ^ yz, dann stehen die beiden ' 
andern Ebenen in lemuiscatischer Verwandtschaft. Allgemein kaim 



118 Secbvtca Ct^UJ. 

man die letztere folgendermassen definiren: Stehen Kwei Bbeuea in 
einer solchen Beziehung, dass jedem auf dasselbe Gentrnm bezoge- 
nen Punktpaare der einen, ein und nur ein Puoktpaar der anderen 
entspricht, and -dass je Tier Punktpaaroi der einen, die auf einer - 
der zu jenem Centmm gehörigen LemniBcate liegen, jedesmal vier 
Punktpaare der andern entsprechen, die gleichfalls auf einer solchen 
Lemniscat« liegen, daun ist diese Beziehung eine lemniacatiscbe 
Venrandtschaft 

Da bei der Inversion Conformität und involutoriechea Verhalten 
stattfindet, so gilt dasselbe von der entsprechenden speciellen lem- 
iiiscatischen Verwandtschaft. Sie gehört also zu den isogonalen 
und zugleich iuTolutorischen Beziehungen. Wie sich femer jede 
Kreisverwand tschaft im T^'esentlichen auf eine Inversion reduciren 
lässt , so lässt sich jede lenmiseatische Verwandtschaft im Weseiit-' 
liehen auf eine Spiegelung gegen eine Lemniscate reduciren. Nur 
dieser letztere Specialfal! soll hier bebandelt werden. Da ferner 
die Reciprocitüt sich am bequemsten formnliren lässt, wenn man 
den Kreisradius gleich 1 setzt, so soll hier der Einfachheit halber 
die Sptegeluug gegen die Lemuiscate Pi . |>, «■ 1 geschehen. Die 
Eutfemuug der BreunpunMe vom Nullpunkte sei dabei ye, wo e 
reell, aber sonst beliebig ist. Die Allgemeiuheit wird dadurch nicht 
beschrüiikt, denn alle lemniscatischen Gestaltungeu kommen dabei 
zur Geltung. Die eutsprecheuden Sütze können tabellarisch neben- 
einander gestellt werden. Natürlich ist der Punkt c das Centrum 
des spiegelnden Kreises der ^Ebene. 

Inversion, Lenmiseatische Siti^dung. 

1) Jeder concentrische Kreis 1) Jede confocale Lemniscate 

mit Radius r>=c geht Ober in j),j)j — c geht über in eine cou- 

einen concentrischen mit Radius focale mit der Gleichung PtPj 



2) Jeder ßadins der concen- 2) Jede Orthogonalhyperbel der - 
irischen Kreisschaar erzengt sich confocalen Lemniscatenschaar er- 
aelbst wieder. ^eogt sich selbst wieder, 

3) Die Verwaudtscbaft ist ein- 3) Die Verwandtschaft ist zwei- 
deutig. Unendlicher Punkt und deutig, kann. jedoch durch Be- 
Centrum entsprechen einander, schrünkung auf eine Halbebene 
Die Abbildung lüsst sich elenien- als eindeutig aufgefasst werden, 
tar durchFohren. Die Beziehung Unendlicher Punkt und die Brenn- 
ist eine conforme. punkte entsprecheu einander. Die 

Abbilduug lässt sich elementar 
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4) Jeder beliebige Kreie geht 
in einen Kreis über. Du Inyer- 
sionacentratn iat Aebnlicbkeita* 
punkt fOr lieh entspreclieiide 
Kreise, und iwar äusserer, Trenn 
es ausserhalb beider Kreise li^t, 
inuerer, wenn es innerhalb liegt. 

5) Jeder Kreis mit Radius 
f va £, in Bezus auf den das 
abbildende Centrum die Potenz 
f* bat, geht Ober in einen Kreis 
mit Radius ^i ^ -^, in Bezug 
auf den jene Potenz -^ ist. 



6) Die Mittelpunkte beider 
Kreise entsprechen einander im 
Allgemeinen nicht. Hat der eine 
vom abbildenden Centrum die 
Entfernung h, so ist die des 
andern -^ • Beide liegen auf einer 
durch das luversionscentrum ge- 
henden Geraden. 



7) Schneidet der eine Kreis 
den Inversionskreis unter «, so 
schneidet der trausformirte Kreia 
den letzteren unter — ct. Ortho- 
gonal-Kreise geben in sich selbst 
über. 

8) Gerade werden Kreise, die 
durch das luversionscentrum ge- 
hen, und umgekehrt. 

9] Das KreisbOschel durch die 



durchfahren. Die Beziehui^ ist 
eine conforme. 

4) Jede Lemniseate desselben 
Centrums geht in eine Lemnis-, 
cate Ober. Die Inversionsbrenn- 
punkte sind Durchschnittspunkte 
für gewisse leicht zu definirende 
gleichseitige Hyperbeln, die mit 
den sich entsprechenden Lemnis- 
caten in Beziehung stehen. 

5) Jede Lemniseate p^p^ => c, 
fOr welche die lemmscatiache Po- 
tenz der abbildenden Brennpunkte 
P,» .j»ji — f» ist [z. B. ist für den 
BerahrungBpuakt einer der Aehn- 
lichkeitshyperbeln unter 4) ^ , . ji, 
^ t] gebt Cber in eine Lemnis- 
eate 3i 9i "^ 4'* >B Bezug auf 
welche jene Potenz p,* .p^ —Tg- ist. 

6) Die Brennpunkte beider 
Lenmiscaten entsprechen einan- 
der im Allgemeinen nicht. Ist 
fUr die einen, von den Inver- 
sions-Brenupunkten aus gerech- 
net, p^ •Pi=^^} so ist fUr die 
andern i>i j^i — tt- Beide Paare 
liegen auf einer durch die In- 
versions - Breuupunkte gehenden 
gleichseitigen Hyperbel. 

7) Schneidet die eine Lemnis- 
eate die abbildende unter a, so 
schneidetdietransformirtesieunter 
— a. Orthogonale Lemniscaten 
gehen in sich selbst über. 

8) Gleichseitige Hyperbeln wer- 
den Lemniscaten , die durch die 
Abbildungs- Brennpunkte gehen, 
and umgekehrt. 

d) Das LemniscatenbOBcbel 
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Punkte V» V »"»dif,,^, (tob e 
Uta gerechnet) geht über in das 

KreisbOschel durch — , 7 und 
— ,7,. Di« Orihogonalgchaar dea 
enteren wird die des letzteren. 
Dasselbe ^t von den isogonalen 
Trajectorien, In einem Special- 
falle entstellt ein StrablenbdsdiieL 



10) Die Reciprocität gegen den 
Kreis mit Kodins r ^ 1 nm den 
Punkt a -J- &t ist; al^jesehen vom 
Umldappen um die reelle Axe, 
identisch mit der Abbildung 



durch die Punktpaare j>,p, ^ r, 
*, + »ji-.9 und Piii,«=r,, 

^1 ~^ ^t ^ 9*1 8^^^ ^^^ i)^ ^ 
LemniscateubOschel durch die 

Pnnktpaare pip, ~ ^ , «'1 4- <^, « 91 

und pii), — ^, », + *,_ 9,,. 

Die orthogonale Lemniscaten* 
Bchaar des ersteren wird die des 
letzteren. Dasselbe gilt von den 
isogonalen Trajectorien, In einem 
Specialfalle entsteht ein Hjper- 
belbSschel. 

10) Die isotbenuische Spi^el- 
ungg^en dieLenmisoatep, . p,— 1 
um das Punktpaar /a + bi ist 
im Wesentlichen identisch mit 
der Abbildung 



Z-a + 6» + ,_[^^t,-j - Z~j/a-\-bi + 



für die Schleifenlemniscate um 



11} Die Bpi^lung gegen iea 
Kreis mit Radios r^e um a-^hi 
ist im Wesentlichen identisch 
mit der Abbildung . 

^-o + '-' + Jir^- 

12) Die Spiegelung gegen die 
verticale Gerade x — a ist im 
Wesentlichen identisch mit der 
Transfonnation 

Z— 2a — «. 



13) Bei dieser Spiegelung bleibt 
der ßadins des gespi^elten Erei- 



(' 

11) Die Spiegelung gegen die 
Lenmiscate p, . j>, •— c nm ^0+6» 
reducirt sich auf die Abbildung 

Z-j/a + ti + ^^^y 

' 12) Die Spiegelung gegen die 
gleichseitige .Hyperbel durch das 
Pnsktpaar j/ä mit den Brenu'. 
punkten j/2a wird repräsentJrt 
durch die Function 

z—ysa-ä*: 

Sind z. B. die Brennpunkte ± 1, 
so ist die abbildende Function 

13) Bei dieser Spiegelung bleibt 
der Parameter j), . p, onge&ndert. 
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sea UBg^ndert. Oeomebiuh kann 
die Operation durchgefQhrt wer- 
den durch Lotbe, die um sich 
selbst verlSogert werden. — Ge- 
rada geben in Gerade Aber. 

14) Die Aufgabe, den Baum 
zwischen zwei steh nicht schnei- 
denden Kreisen in einen concen- 
trischen Ereisriug zu verwandeln, 
hat folgende geometrische L5* 
sung: Man construire die Potenz- 
linie beider Kreise, schlage um 
einen beliebigen Punkt derselben . 
einen Orthogonalkreis und nehme 
einen der Durchschnitte desselben 
mit der Centrale der gegebenen 
Kreise zum Centrum der Trans- 
formation durch reciproke Radii 
vectores. Der Badius des spiegeln- 
den Kreises ist beliebig. Von der 
Wahl des BQschelpunktes hängt 
es ab, welcher Kreis der innere 
wird. 

16) Diese Transformation (und 
Überhaupt jede Kreisverwandt- 
schaft) lässt sieb reduciren auf 
die Abbildung durch eine Func- 
tion von der Form 

^ ct + d 

16) Inversion gegen einen Kreis 
verwandelt ein Viereck mit den 
Seiten p, q, r, 8 in ein Bogen- 
viereck, dessen Sehnen die Län- 
gen j),, qi, fff $f haben mögen. 
Dabei sind die Doppelverhält- 
nisse ^ und ^^ gleich. 






Der Brennpunkt X gebt in yT^ i» 
Ober. Die Spiegelung kann voll- 
fOhrt werden durch Orthogonal- 
hyperbeln, die um correspondi- 
rende Bogen verlängert werden. 
Gleichseitige Hyperbeln gehen 
wieder in solche über. 

14) Die Aufgabe, den Raum 
zwischen zwei beliebigen, sich 
nicht schneidenden Lemniscaten 
in einen confocalen Lemniscaten- 
ring zu verwandeln, hat also fol- 
gende Lösung: Man construire 
die^Potenzh^perbel" beiderLem- 
niscaten, lege um ein beliebiges 
Punktpaar derselben eine ortho- 
gonale Lemniscate nnd mache ein 
DurchBcbuitts-Punktpaar dersel- 
ben mit der CentraÜiTpeTbel zu 
Brennpunkten der spiegelnden 
Lemniscate, deren Parameter be- 
liebig ist. Von der Wahl des 
Durchschnitts-Punktpaares hängt 
es ab, welche Lemniscate die 
innere wird, 

15) Diese Transformation lässt ■ 
sich reduciren auf die Abbildung 
durch eine Function von der 

der noch eine additive Oinstante 
hinzugefügt werden kann. 

16) Die Punktpaara Ä, Af, 
B,B„ C,Ci, D,Di m3gen ein 
Viereckspaar bilden, in welchem 
die Entfernungen Ä^B^ und 
Ä^Bi mit j>, und ji,, die Ent- 
fernungen A^D^ und Ä^Di mit 
8, und sj, CiBi und C,£, mit 
qi und 3i, CjBi und Cji7, mit 
r, und r, bezeichnet werden 
m&gen. Dbb lemniscatische Dop- 
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pelTwh&UniH iit dann . 

(«» ■ ft) (»t ■ «i) 
Spiegelt aicfa dieses Viereokapaar 
gegen eioe Lemniscate deatelben 
Centrnms, so bleibt fQr das neue 
Doppelviereck das lemniscatiscbe 
Doppelverbältniss coiistant. [An 
Stelle des DoppelTerhilltuisaes der 
Kreisrerwaudtschaft ist' geifisser- 
lUABsen ein Quadrupel- Verbält- 
uiss getreten. 
16) Der entsprechende Satx für die Doppelwiukel ergiebt sicli 
folgendennassen : Die Neigungen der eben besprochenen Kadü reo- 
tores Pifif,«,, pjgjrjSj seien 9>|Z|^|(»|| 'PiXi^t^'f ^^' lemuis- 
caüsche Doppelwinkel ist dann 

(9. + 9,) - 0(1 + Zi) + CK-, + *,) - (», + »,) 
an Stelle des Doppelwiukels der Kreisverwandtscliaft, welche TUr- 
das einfache Viereck war (9 — ;() + (((' — »). Spiegelt sich nun 
das Doppelvierccfc gegen eine Lciimiscaie desselben CcnlrtimSt so bleibt 
iler tKue lemiiiseatiscJte Doppelivttihel von ileraelbcn Grösse wie vor- 
her. - 

Man erkennt aus diesen Beispielen, dass die lemniscatisclie Ver- 
wawJlschafi ebenso vollständig durcJigefährt werdtn liann, wie die 
Kreisverwandtschaft. Sie ist die erste mehrdeutige isogonale Ver- 
wandtschaft, welche wirklich durchgefOhrt worden ist. Desshalb 
erschien ein längeres Verweilen nothwendig. Im Uebrigen wei-de 
auf des Verfassers Abhandlung im 21. Bande der Zeitschrift fQr 
Mathematik imd Physik verwiesen. Als Uebungsbeiapiel werde 
empfohlen das von Eirchhoff mit HOlfe der Inversion behandelte 
Problem, den stationären Zustand einer kreisförmigen Platte zu 
untersuchen, in welche in zwei beliebigen Punkten A und S Elek- 
tricität ein- und ausströmt, mit Hülfe der Abbildung t ^ y^ auf 
eine Icmniscatisch geformt« Platte zu Qbertrageii. An Stolle der 
dort angewendeten luvtr^on tritt dann die lemniscatisclie Spie- 
gelung. 

% 55. Welche Carren entsprechen den Geraden nud Kreisen 
der «-Ebene in der Z-Kbenet 

Die hier zu behandelnden Probleme geben weniger elegante 
Resultate, als die früheren. Die bequemen Factorenzerlegungen, 
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welche vorher auf die Producta der Radii reetores sad auf die 
Smnme ihrer NeigongBwinkel fahrten, fallen hier weg. Auiserdem 
sind hllufi{f zwei Ebenen ttbereinander zu betrachten, in denen die 
Zeichnungen aich nicht decken. Wir beachränken uns daher auf 
doe Nothwendigste, was sich lofort aua den Relationeo des § 48 
ablesen I&sst. * 

Den Parallelen a: >- a und y » & der Z-Ebene entsprechen die 
Curvenschaaren. 



,7, yy^:+Ä.„ „„a /&spH^_i 

oder 

18) ^TicoB*— o uud y1isia*'-b. 

Uies sind aber Brenupunktegleicbnngen fweter ParaheUchaaren, Ton 
denen die erstere ihren Scheitel rechts, die andere links vom Brenn* 
IHiukta hat,' und zwar auf der reellen Axe. Heide SdtaareH Mind 
orlltoffoniil utul in der Form 17) genUfft die Unke Seile ijirer GleicJiung 
der imrlicüc» DiffereiUialfflcichnng A m •« 0. 

Aus dem Satze Über Drehuogen um den Nullpunkt folgt, doss 
Oberhaupt jeder irgendwie gerichteten Parallelenschaar der jB-Bbene 
eine Parabel achaar der Z-Ebune entspriclit. So entsprechen z. B. 
den orthogonalen Parallelen 

x-^- At/ —Aa und jf — [j5* ~ & 
die Parabelachaaren 



y yx^Yi - X _ ^ j/ yx^+Yi+x _ j^ 

und die linken Seiten diesär Gleichungen genQgen gleichfalls der 
partiellen Differentialgleichung, 

Figur 33 stellt zwei solche Farabelschoaren dar, Ihre isogo- 
nalen Trajectorien sind üach Obigem wieder Parabelscbaaren, Alle 
Parabeln der Figur sind ähnlich, und zwar ist der Nullpunkt der 
gemeinschaftliche AehnÜchkeitspunkt,. Denkt man sich die eine 
HiilFte der reellen Axe- als positive Elektrode, während die Ablei- 
tung der ElektricitÜt im Unendlichen geschieht, so ist die eine 
Parabelschaar die der Spannungscurven, die andere die der Strom- 
linien, Auch verschiedene isothermische und hydrodynamische Deu- 
tungen der Figur sind leicht zu geben. 

Dem StrahlenbÜBchel durch den Punkt a + bi, also den 
Linien 
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entspricht dM PanbelbOscliel 



f 



rxn 
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20) arctan — ' — — y. 

In dieser Schreibweise wird der Differentiftlgleichaiig ^ « •> genOgt. I 

Einfacher kann man schmben 

i/b sin f - l 

-*"*> V — i — •">•• 

^/Jicos'— a 
Die orthogonale Kreisscliaar des StrahlenbOHchels hingegen, 

|l8 [(»-«)' + 0-1)']-«. 
geht Aber in die CuiTenschaar 

21) i,g[(/^E!±l_.)'+(/^P^-i)']-., 

oder 21') 

JS - 2 f^:« (« CO« * + 6 sin ^) + ö» + 6" — «••. 
Letztere Gleichung ist gans analog der Lemniscatengleicbong 

il* — 2ü'(o cos 2* + 6 sin 2«) + o» + 6' — e*', 

denn an Stelle von If ist lediglich R*, an Stelle von 2lP ist -j 
getreten. Bezeichnet man die vorher behandelten Lemniscaten von 
einem höheren Gesichtspunkte aus ala Lemniscaien 3'*' Ordnung, so 
kann man die Cnnren 21) Lemniscaten ■x'^ Ordnung nennen. 

Die Gleichung vereinfacht sich, wenn man statt des Punktes 
a-]-bi den Punkt a zu Grunde 1^, was der Allgemeinheit nicht 
sdiadet Man erhält dann die Gleichung 

22) B~2yEacoa^~-e"- aK 

Es giebt einen eigenthümlichen Weg, die Katur dieser Curveu zu 
uotersnchen, indem man nänüich feststellt, was bei der Abbildung 

Z— (ii-J-a)* oder X+ Tt -= [»-(coa ^» + »ein 9)) + oj» 
den Kreisen um den Nullpunkt entspricht. Zunächst ist dabei 

00. (X — r* cos 2y + 2ar coe y + a* 

jy — r'8in29i + 2af sin^p. .kx>;;lc 
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Hier betrachtet man ip als unabh&Dgige Variabele, utzt fDr r deo 
fraglichen ßpecialwerth r — «* als Parameter der aufEusnchenden 
Oar?en ein und berechnet die Coordinaten X und Y fttr jedes ein- 
zelne ip. Bekanntlich ist dies die Art, in der man die cyclischen 
Cnrreo an tmtersncben pflegt, und die Vergleicbnng zeigt, das« es 
sich hier in der That um verlängerte und ver^tte I^aicydoidm 
handelt, bei denen der rollende Kreis und der Basiskreta denselben 
BadiuB haben. Das System trSgt den Namen der Pascal'schen 
Sehnecketäittim (limafons); da sich jedoch alle diese Carven um eine 
Cardioide gruppiren , würde der Name cardioiäische Curven bezeich- 
nender sein. Hier handelt es sich um ein coneentrischea System der 
letzteren. Es ergiebt sich nämlich Folgeades: 

liei dir Abbildung Z -~ t^ entapricM dem Kreise mit Badiua r 
um den reellen Punkt a der i-Ehei\e eine epicyclische Curve, deren 
Jiasi^eia den Ptmkt a^ tum Centrum u»d, ebenso wie der RoU- 
kreia, den Itadius «r hat, während der votn EoHkretse geführte Punkt 
die Enlfemung r' von dessen Centrum hat. 

lat r ^ a, d. Ii. passirt der Kreis der f-Ebene den Nullpunkt, 
80 entsteht nach § 40 eine Curve, die im Nullpunkte einen Rück- 
kchrpunkt hat, und dies ist eben die Cardioide. Setzt man in 
Gleichung 22) r ^^e'-»a ein, so reducirt sie sich i^nf 

24) Jl — 4o» coa» * ■ 

Aus der VergleichuDg mit Gl. 18) ei^iebt sich, dasa Cardioide und 
Parabel reciproke Curven sind. Hierin liegt ein Specialfall eines 
Satzes von Quetelet, nach dem jede caustique secondaire sich in 
einen Kegelschnitt verwandeln lässt. 

In Figur 34 ist das System dieser Curven nebst dem orthogo- 
gooalen ParabelbQschel dargestellt. Nur der innere Raum der Car- 
dioide ist isothermisch eingetheilt worden. Die Eintheilung des 
nasseren Raumes würde zwei Riemann'scbe Blätter erfordern, in 
denen die Zeichnungen sich nicht decken. In sind beide Blätter 
als zusammenhängend zu denken. Strömt in das eine derselben bei 
A Elektricität ein, die im unendlichen Bereiche beider abgeleitet 
ist, so würde die Figur die Spanaungs- und Strilmuagslinien dar- 
stellen, wenn nicht eben das Modell eine Unmöglichkeit verlangte, 
nämlich das Durchkreuzen zweier Blätter ohne Zusammenhang. 

Denkt mau sich dagegen Figur 34 als ein einfaches Blatt, in 
welches bei A Klektriciföt einströmt, während sie am Rande der 
Cardioide abgeleitet wird, so lässt sich das Experiment realisiren. 

Nun ist es selbstverständlich, dass jedem KreisbÜschel durch 
zwei Punkte a -f 6» und o, + 6,i der jb- Ebene, nebst .O^ogonal- 
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schaar «fn eardioidisches Büschel durch (a -)- bi)^ und (a, -f- &,»)' und 
eine OrtJwgdnalschaar cardioidiseJicr Curven entspricht. Da zu jedem 
EreisbQschel ein Kreia durch den Nullpunkt, auch sur orthogonalen 
Schaar ein Kreis durch den Nullpunkt gehdrt, eo geh&rt Bowobi 
mm Büschel, wie zur Schaar der cardioidischen Gurren eine virk- 
Uche Cardioide mit RQckkehrpunkt. Der Rückkehrpunkt ist allen 
so entsprechenden Systemeu cardioidiacher Gurren gLtneinsam und 
spielt in dieser Verwandtschaft dieselbe Rolle, wie das gemeiuschnft- 
liehe Centrum der verschiedenen Lemniscatensysteme in der Ver- 
wandtschaft 2 <« J^/f. Um die isoth er mischen Gleichungen aufzu- 
stellen, hat man nur die in § 48 gefundenen Cartcsischeu Werthe 
für X und j/ in die isotbermischeu Gleichungen für das KreisbOBchel 
und die Kreisschaar einzusetzen, 

Uuhequem ist es, dass die ^eicnungen in beiden Blütteru'der 
2-Ebene sich nicht decken. In gewissen Füllen geschieht letzteres 
dennoch, nämlich danu, wenn die BOechelpunkte der Kreise ein 
Punktpaar in Bezug auf den Nullpunktr sind, so doss die beiden 
BQschelpunkte der Cardioiden zusammenfallen. Ein solcher Fall ist 
in Figur 35 gezeichnet. Selbstverstündlich gehurt dann ein Kreta 
zum BOschel, gegen welchen Reciprocität stattfindet. Die Figur ist 
also leicht zu vervollstüDdigeu. Sie stellt z. B. die Strom- und 
Spannungscurren fOr den Fall dar, dass längs der positiven reellen 
Axe Elektricität einströmt, während die Ableitung im Punkte li 
geschieht. Längs einer Stromlinie, x. B. längs des Kreises, kann 
man sich die Platte ausgeschnitten denken, ohne dass sich etwas 
ändert. Figur 35 stellt also den stationären Zustand einer Kreis- 
Scheibe dar, in welche längs des Radius A C Elektricität eiustr(>mt, 
während die Ausströmung im Punkte B vor sich geht. Statt dessen 
kann die Einströmung auch längs BC, die Ableitung längs der 
Kreisperipherie geschehen. 

Ist ferner einer der Kreisbüschelpunkte der Nullpunkt, so werden 
alle BOschelcurTcn der ^-Ebene wirkliche Cardioiden. Geht endlich 
die Potenzlinie des KreisbGschels durch den Nullpunkt, wobei zur 
Orthogoualschaar ein Nullpunktkreis gehört, so entspricht ihm ein 
cardioidiscbes Büschel, welches eine Gerade als Symmetrieaxe ent- ' 
hält Zur Orthogoualschaar desselben - gehört dann ein Kreis um 
den Rückkehrpunkt des Systems. 

Es lässt sich offenbar, wie einejemniscatische, so auch eine 
cardioiiliscJte Geometrie vollständig dnrchführen, welche Sätze Ober 
Gerade, Kreise, Lemniscateu und gleichseitige Hyperbeln gemein- 
schaftlichen Centrums in Sätze über Parabeln, cardiodische Curven. 
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KreiM und Gerade ?erwandelt. Dabei offenbart mcb mancher eigen- 
thflmliche ZoBammenhuig, 

Der Figor der Z-Ehtaxe s. B., welche zeigt, däss die Brenn- 
Btrahlen der Parabel parallel der Axe reflectirt werden, entspricht 
eine Figur der jt-Ebeoe, aus welcher entnommen werden kann, dass 
die TangentenstOcke der gleichseitigen Hyperbel zwischen den 
Asymptoten durch den Berührungspunkt halbirt sind. 

Noch einige Sätze seien ohne Beweis angegeben: Inversion vom 
Rnckkehrpunkte aus verwandelt jedes cardioidische BOschel nebst 
Schaar wieder in ein solches, 

Der Ort, wo das Strahlenbfischel durch Null das confocale 
Parabelbüschel orthogonal schneidet, ist eine Cardioide. Dasselbe ' 
gilt von anderen constanten Winkeln. 

Isothermische Spiegelung gegen die Cardioide verwandelt jedes 
cerdioiiliBche BUschel nebst OrtJiogoualschaar wieder in ein solches, 
nur miisB der Rückkehrpunkt für die letzteren Systeme derselbe 
sein. Dies führt auf die cardioidische Verwandtschaft, die im All- 
gemeinen durch die Function 

reprüsentirt wird. 

Auch die physikalischen Deutungen der allgemeinen cardioi- 
dischen Büschel sind leicht zu geben. Hydrodynamisches findet man !' \ 
bereits in einer Abhandlung von Amatein: „Quelques exemples de ' ' 
represeiitatiou conforme avec leur application ä ua probl^me d'hy- . 
drodynamique" in dem Bull. 8oc. Vaud. Sc. Nat. XVI, p." 349, vro : 
unter Anderem die Abbildung t ^ 22 — Z^ behandelt wird, die j , 
nicht wesentlich verschieden von « ■« — {Z — 1)\ also nahe ver- i 
wandt mit der uusrigeu ist. ' I 

! 
§ 66. Litteratur. 

1) In § 11 und 12 der Siebeck'scheu Abhandlung in Bd. 55 
des Crell. Journals wird die allgemeinere Abbildung 

Z-=~a + he + c$-^ ^^ 

behandelt Einige geometrische und kinematische Sätze Ober die 
auftretenden Parabeln kommen dabei zur Sprache, Lenmiscatischea 
wird nur angedeutet. 

2) In Bd. 55 von Grunerts Archiv (Jaht^. 1873) befinden sich 
zwei Aufsätze von Waugerin, a) lieber eine neue Abbildung einer 
Ebene auf eine andere, b) Ueber einige Eigenschaften der Lemnis- 
caten. Es handelt sich dabei im Wesentlichen um die Function 
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■Z ^ g 7^ ^ "*" ' • Ton den Lemnisutenbflaebeln kommen, wie lo- 

' 1-«* 
fort ans der Gestalt der Function folgt, dügeoigen sur Sprache, 
deren Bdsclielpimkte auf einem Quadrate liegen. Aouerdem' werden 
noch die der Figur 32 entsprechenden behandelt. Den aUgememm 
Fall, bei dem die BOschelpunkte ein PardUdogramm bilden, ebenso 
die AUgemeingültigteit der Sätze 

|ia-e imd (»,+»,)_(,,+,,)-!•, 
findet man nicht dort, sondern zuerst in meiner Abhandlung Ober 
lemniscatiscbe Geometrie im 21. Bd. der Zeitschr. fQr Mathem. und 
Pbys. 1876, bei deren Abfassung mir fibrigens die Arbeit des Herrn 
^Vangerin noch nicht bekannt war. Das Referat, welches im Jahr- 
buch über die Fortschritte der Mathem. VIII, S. 637 Ober meine 
Arbeit gegeben ist, beansprucht irrthOmlicb die Priorit&t der dllge- 
nuinen Sitze für Herrn Wangerin, während dieser Anspruch anf 
die genannten Spectalßlle -zu beschrilnken ist Die letzteren kommen 
zur Anwendung in der XVIU. Preisschrift der Jablonowski'schen 
Gesellschaft: Reduction der Poteutialgleichung fDr gewisse Rotations- 
körper. Leipzig, 1875. 

3) Die isothermische Spiegelang gegen die gleichseitige Hyperbel 
hat Verfasser bereits in den „Beitrügen zur Theorie der isogonalen 
Verwandtschaften", Bd. 18 der Zeitschr. fQr Mathem. und Physik 
eingehend behandelt, die Spiegelung gegen die allgemeinen Lemnia- 
caien im Band 21 dieser Zeitschrift. 

4) Isothermisches über die confocalen Lemniscateu findet man 
in den Le;ons sur les coordonnees currilignes von Lam^. 

5) Specialfälle von Lemniscatenschaaren kommen in folgenden 
Abhandlungen elektrodynamischen Inhalts zur Sprache: . 

Smaasen, Pogg. Annalen, Bd. 69, S. 104 (1846). , . 
Quincke, Pogg. Ann. Bd. 97, S. 182 (I856J. 
Auerbach, Wied. Ann. Bd. 3, S. 498 (1878). 
Gn^bbard, Comptes Rendus, April 1880. 
Guebhard, Electncieu, 1880 u. 81. Methode ^leetrochimique. 
^ Hildebrandt, Ueber stationäre elektr. StrSmung. Inang.- 

Diss. Götüngen, 1881. 

6) Man vergleiche auch des Verfassers Abhandlung im 18. Bd. 
der Slathem. Annalen: „Vollständige DurchfQhmug einer isogonalen 
Verwandtschaft, die durch eine gebrochene Function zweiten Grades 
reprSsentirt wird." 1881. 

Djt.Z.dO:GOOglC 
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Siebentes CRpitel. 

Verallgemeinening der lemniacatiachen Verwandtsehaft — 
Ein wichtiger Specialßill. 

% 67. Die ganie Function zweiten Grades. 

Die Function 

. 1) Z—cf^ — ie,t + c„, 

deren UmlEehruiig ist 

2) ^_ t.+Vcf+c^Z-€ )^ 

I&Bst sich schreiben 

S) z..(._^'+[.,-(^)']. 

Die entsprechende Abbildung ist nicht wesentlich verschieden von 
Z •» k', denn der üosalz c„ — ( — ] bedeutet nur eine Verscbiebang 

des durch Z "* c (g —> ~\ tranaformirten Gebildes, und hier be- 
deutet der Factor., e nur eine Drehung und VergrSsserung (reep. Ver- 
kleinerung) der durch Z*^ (e — — ] entstandenen Zeichnung. In 

letzterer Abbildung endlidti bedeutet y nur eine Verschiebung der 
Argumentebene Tor der Transformation Z — ■ g^. Die Abbildung 1} 
bietet also nichts Neues und kann elementar durchgeführt werden. 
Dem BtrohlenbUscbel darch einen Punkt a -\- hi der Z-FA)ene und 
der orthogonalen concentrischen Kreisscliaar entspricht ein BQschel 
gleichseitiger Hyperbeln durch die Punkte 

4) ,_^J jTTy + n_.„, 

nebst der zugehörigen Orthogonalschaar confocoler Lemniscaten um 
diese Punkte. 

Auf der Mitte der Verbindungslinie dieser Brennpunkte liegt 
der dem Verzweigungspuukte entsprechende Punkt. Das Strahlen- 
bOschel durch diesen und die zugehörige concentrische Kreituchaar 
entsprechen dem StrahlenbUschel und der concentrischen Kreisschaftr 
durch resp. um den Verzweigungspunkt der Z-£bene, nur werden 
die letzteren Kreise doppelt darohlaufen und die Winkel zwischen 
den Geraden sind doppelt so gross. 

^ llaliullllcr. iMgonaU YrrwandlMliaHn. B 
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Uni die Probe fUr diese Bfitraclitungeu zu macben, nutenudie 
mau den DiffereuÜalqootienteii 

iT'— 2« — 2c„ 
ilerf^r«ac— verscbwindet. Denselben Weith aber findet, mau 
durch Addition der beiden durcli Gleichung 4) gegebeneu Wertbe, 
sobald man durcIi 2 dividirt Einsetzung des Werthes giebt nie Veiv 
zweigungspuaki der J?-Jäbene Z-— c„ — — -- Dasselbe Resultat er- 
giebt sieb, wenn innn untersucht, in welchem I*unkte die Function 2) 
eindeutig wird, d. li. für welchen Werth von Z die Wurzel ver^ 
schwindet. 

I Dass den Geraden der f-Ebene Parabeln mit dem Verxweigu'ugs* 
punkte als Brennpunkt entsprechen, während die Kreise in cardio]- 
(liscbe Curreusysteme übergehen, für weldie jener Punkt die Be- 
deutung eines Rückkehrpunktes bat, dies ergiebt sich mit allen 
liierber gehörigen Consequenzen aus den Betrachtungen des vorigen . 

' Capitels. 

i Die Theorie der vorliegenden Abbildung vollstündtg va absol- 
vireu, kann demnach als leiclitc Uebungsaufgabo dem Leser itber« 
lassen bleiben. 

% 58. Eine weitere YerallgemeiDeTung. 

Eine weitere Verallgemeinerung der lemniscatischen Verwandt- 
schaft erhält man auf folgendem Wege: 

Man denke eicb eine Ebene C — £ + qt durch die Functionen 
l^ce^ + dt+ c und l — c,Z* + d,Z + e, zur *- und ^-Bbene 
in Beziehung gesetzt, so dass den Geraden der (-Ebene in beiden 
anderen Ebenen gleichseitige Hyperbeln, den Kreisen aber Lemnia- 
caten entsprechen. Zwischen der Z- und «-Ebene besteht also eine 
lemniscatische Verwandtschaft, und. zwar eine derartige, dass die 
unendlichen Bereiche beider Ebenen einander entsprechen. Aus der 
Gleichnug 

c,Z'-\-d,Z+e, — et^ + dg-^e 
ergiebt sich als abbildende Function 



5) 



^_ —d,+ yd* + ie.(e^+di-j-e-e.] ^ 



Vm das gegenseitige Entsprechen der unendlichen Bereiche aufzu- 
heben, unterwerfe man die {-Ebene zunächst der Transformation 
mittels der gebrochenen Function l*™ Grades, wobei Kreise im all- 
gemeineu Kreise bleibeu, d. b. mau setze 
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il±i_c^ + i, + ,, 

ber«chne bu> beiden Gleichungen {, setse die Reiultate gleich and 
eimittele ans der letzten Gleichang die Function Z und ihre Um- 
kehruQg t. So ergiebt sich analytisch der .allgemeinste Ausdruck 
fQr die lemuiacBtische Verwandtschaft, Analog ISsst sich die car- 
dioidische Verwandtschaft verallgemeinem. Statt der ersteren all- 
gemeinen Aufgabe sei hier ein Specialfall behandelt. 



9 59. Die lüTolatorlsebe Abbildung ^— f'l — «». 

Ein besonders wichtiger Specialfal l der lemoiscatischen Ver- 
wandt«chaft ist die Abbildung Z ^ "^X — «*, die schon in § M 
unter 13 erwähnt und als isothcruiieche Spiegelung gegen die gleich- 
seitige Hyperbel mit den Brennpunkten + 1 gedeutet wurde, bei 
«elcher die Lemniscaten und gleichseitigen Hyperbeln mit dem Null- i 
punkte als Centrum erhalten bleiben. Diese Transformation giebt . 
Itesultate von nllgemeinorem Interesae. Die Aoalogic mit der Formel 
cos X ^ ^] — iivä' e lüsst auf elegantere Ableitung mancher Sätze 
Bohtiesseu, worauf wir später zurückkommen. 

Zunächst ist die Analyse der hierher gehörigen Riemauu'- 
Bchen UlUtter durchzuf Obren. Nach Obigem steht zu Termutheu, 
dasB die Z^JSbene zweiblättrig ist. Da aber aus Z^y\ — s^ nJs 
Umkebruug £— ■ ^\ — Z^ folgt, so muss auch die «-Ebene zwei- 
blättrig sein. Die Windungspunkte ergeben sich durch die Be- 

trachtnng des Diflferentialquotienten Z' ^ yfir^ ' l^e^elbo ver- 
schwindet far « — 0, d. h. (OiTZ'-+_\. Beide Punkte sind Win- 
dungspunkte der Z-Ehene, wegen des involutorischen Charakters 
der Function aber auch solche der «-Ebene. In ihnen wird die 
Cooformität gestört und jeder Winkel, der dort seinen Scheitel hat, 
im Vei^leich zu dem entsprechenden der anderen Ebene verdoppelt 

Den VerzweiguDgsscbnitt, längs dessen die beiden Blätter jeder 
Ebene sich ohne Zusammenhang durchkreuzen, kann man entweder 
in die gerade Verbindungslinie der Punkte ± 1 legen, oder mit 
Ausschliessung dieser Strecke in die unbegrenzte reelle Axe. Der 
verständlicheren Zeichnung halber wählen vir in Figur 36 a) und b) 
das letztere, . 

Da sum ersten Male ein complicirterer Zusammenhang an uns 
herantritt, mi^en die angegebenen Verl^ltnisse schrittweise erledigt 
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veräea. Bei cler Abbildung Z, — f' entsprechen neb die Qusdran- 
l«B.nach der im Torigen Capitel erSrterten Art und Weiae, hei der 
Transformation Z„ — 1 — *' also entspricht dem 1*", 2«"', 3»", 
4'*" Oktauten der i-Ebene der 3*", 4'», 1" und 2" Qnadrant de« oberen 
Blattes der 2,,-Eben«, dem SM, 6»~, 7*« and 8»~ Oktanten der 
crsteren der 3*", 4", 1^ und 2** Quadrant dea unteren Blattes der 
;?„-Ebene, nur ist in letzterer der Punkt + 1 mm Centrum der 
Quadranteneintbeilung zu machen. Jetzt werde die Z„-Ebene der 
Abbildung Z^j/Z„ unterworfen^ also die c-Ebene der Abbildung 
Z=j/T~—e'. Dabei wird ihr Nullpunkt zum Windungspunkte 
!•" Ordnung, alles flbrige bleibt Die Hilfsebene Z„ wird also 
4-Bchichtig, so dass die mit ihr in Beziehung stehende «-Ebene zwei- 
Kcliiclilig wird, die /-Ebene selbfltverstrLndlich gleichfalls Ewei- 
schicbtig. Die vier Quadranten um den Punkt -|- 1 der /„-Kbeue 
werden zu 8 Rüumen , die durch Gerade durch Null und die gleich* 
Eeitige Hyperbel durch + 1 symmetrisch abgegrenzt werden. ScbÜess- . 
lieh hat man den durch Figur 3Ga. und b. dargestellten Zusammen- 
hang. Die Oliantcn 1~8 des ohcrm Blattes der e-Ehene entsprechen 
(Icti Tticilitt 3 — 6 tlcr Z-Ehcnc, welclie rechts von ilcr intaginärcn ' 
Axe I« Hcn heiilai Schichten liegen. Die OJUantcn I. his VIII. im 
Unicrhlnttc der z-Ehene ferwoniJcln sieh in die Tlieile I. his VIJI. 
Vnihs von der imaginären Axe der Z-Ebene, die in heüJm liUittern 
Ih-gen. 

Dem einfachen Umgänge um A innerhalb des Einheitskreisea 
der ;-Kbcnc ciilnpriclit der doppelte Umgang am den Punkt .4, oder 
A, der /-Ebene, je nachdem man sich A im oberen oder unteren 
Blatte der crsteren dnclite. Dem einfachen Umgänge um S inner- 
halb des Eiiilicitskreises der /-Ebene entspricht in gleicher Weiss 
der doppelte Umgang um JV, oder H^ in der r-Ebene, Die Fif^if 
erläutert alle diese Verhültnisse aufs bequemste. Jede Zweideutigkeit 
ist aufgehoben. Man prüfe den Zusammenhang an einzelnen Punkten. 
So liegt z. B. der Punkt + 2 der J-Ebene auf der Grenze von 1 
und Vlll oder I und 8, denn 1 und 8 sind dort ohne Zuadmmen- 
linng, ebenso wie I und Vlll. Die entsprechenden Punkte der Z- 
Ebene sind die durch fTX — 2' bestimmten, d. h, die Punkte 
+ 11^3. Man sieht in der That, dass in der Z- Ebene der eine 
auf der Grenze von I und 8, der andere auf der von 1 nnd Vlll 
liegt. Sein Gegenpunkt — 2 aber entspricht Punkten der /-Ebene 
an derselben Stelle, nur im unteren Blatte gelegen. Dass die gleich- 
zaliligen Theile I und 1, II und 2 u. s. w. in der /-Ebene jedesmal 
entgegengesetzte Lage haben, entspricht ganz der Natur der Qua- 
dratwuizel. Wegen dea. involutorischen Charakters der Abbildung 

M 
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kann mau die Oktanteoeiiitbeiluiig aucli in die Z-Ehoae, die hyper- 
bolische in die x-Ebene eioteichnen. 

Femer ei^ben sich folgeade analytiacbe Bexiehuagen, in denen 
übrigenB an jeder Stelle die grosaen und kleinen Buchstaben ver- 
tautcht werden kOnneu; 

a) Dm Lemniseaten Pi.Pf^»e um die Punkte + (« + ^0 
der Z'Ebme entseelten die Lemniseaten Pi-Pt^ e um die Punkte 

der /'Ebene, den gleiclaeitigen Byperhdn 9, + ^i *■ T* i^^esp, 
y 4- 3(50 •, teas auf den entgegengesetzten Hj/perlclarm fuhrt) die 
gUiidtaeitigen Hyperbeln 

, #, + *, — )'+ 180" oder 

fr, 4- #^ - 180« — y (resp. y + 300*0. 
Unter Zwjrumtcleguwj dieser Jirenn^tiiUe eorrespwdiren also fol- 
gende Curve» mit einander: 

/"l(p. .Pi). (*. + *» - 160')] -0- 

b) Sotsst man u + ßi — O, so wird j/l — (a'+ /)i)* — + 1, 
die Lemiiiscateu P, . P, « e* also gehen Ober in die Kreissdtaar 
Jt «- c, die Hyperbeln Ö, + öj -■ 2y in die Geraden Ö — y durch 
den Nullpunkt. Ih nen entsprechen in der «•Ubooe die LemniBcaten 
P^ .p^ ■» c' oder yptpj — c und die Hyperbel«' 

fr, + *, — ^y + 180» oder ^'-|"-^* - 90« — y . 

jIIso etUspreelien sich in beiden Ebenen die Curvcn 

7) /■[«,»]-» »"i" /■[»'yn^. (-'4^'-iio')]-o, 

wobei die Poinrcoordiuaten auf den NuUpuukt, die lemuiBcatiiicben 
auf die Punkte ± 1 zu beziehen sind. 

Auch durch Uochaung lassen sich diese Beziehungen ermitteln. 

Aus ___ 

X±Yi^yi-^(x±fjiy 
folgt 

8) 



^_ ./ f^(;t*+/+')'-*^'-(«'-y'-i) ^ 

y_ //K( »* + y +"t)*^^'<^ +(»'-»■- 1) 

Die letzteren Wurzelu gleich a. resp. b. gesetzt, geben die isother- 
mischen Gleichungen de» Gurven, welche den Parallelenschaaren 
X«-aund f *& entsprechen. Ausserdem, folgte für , 



X" + 1" - e> 

aU entaprediende Curvengleicbimg 



»'(i'+!i'+l)'-4*"-»'K*+l)'+>'l'[(»-l)'+»'l-ft.l>,-C, 
tirj/— "ctan ^ der Wertl 

' "•._+,». _ „et» '"> 

oder bequemer Rlr 2# ^ arctan y, _4>, die Gleictiung 

»I + »! -V=ffc-i - •"'" i"- 1 + ■"'" x^ • 
wobei die periodisclien ZusüUe + jtjr vemachlttwigt siud. 

Sehr bequem ergiebt sich aus 8) die hifiKrhoUache BeMtehttnff 
,„^ fX'-y>-«, resp. \-x' + <i'-a. 

Von besonderem Interesse ist ferner das gegensdtigc Efü^>rechen der 
Ki-gelschnittc mit (/<?« Brennpunkten + 1 in hdden Ebenen, welches 
au dieser Stelle folgeudorniasseu bewiesen werden kann. 
Die Ellipse j», + p, = c (Fig. ;t7), oder 

kann, da j»,' « r* + 1 — 'Jr cos &, |t,* — r* + 1 + Ur cos * iit, 
gewhrieben werden 

Nach otfigcm gi-lit dies durch uosere Alhildung Über iu 

2P,Pj + 2 + 2iP — c*, 
vo P, und Pj von + 1, Ji von ausgeht, ako in eine Gleichung 
derselben GeBtalt, die sich, wie die vorige, schreiben lüsst 

■Pi + -Pj— «• 
Abo: Die Ellipse J^i + l>i ^^ <! um d: ^ ^^ ^^i* ''^^ne geht Ober in 
die Gougruente Ellipse P, -\- P^^ c um ^1 in der Z-Ebene. 

Aebnliches gilt von der Hyperbel mit denselben Brennpankten. 
Ihre Gleichung j), — Pi^^e kann geschrieben werden 

2r' + 2 — 2j>,j>, — c*, 
was durch die Abbildung 2 ^ ]/\ —e^ abergeht in 
2P,P, + 2-2JI* — c», oder 2P,Pj - (2 + 2B)' — c»- 4, 
oder P,i 4- Pj> — 2P,P, — 4 — «!», 
oder endlich •_ 
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Dm ist wieder eine Hyperbel mit den Brennpunkten + 1 , die «ich 
Übrigens schreiben iXsst 

Es enttpreehm sich also in baden Ebenen folgende CarvensiAaareit 
in eUiptisdien Cooräinaten mit den Grundpunkten + 1 : 

11) mP, + P,), ^"4 -(P, -!■,}'] -0 

Später wird sich zeigen, dass diese confocalen K^Ischnitte 
auch isotbermische Coordinaten sind. £ine leichte Betrachtang 
mittels der Asymptoten teigt Obrigetia, dass die A sym ptotemrink el 
d er sich entmrfifihflnden- Hyperbeln sich zu 90' erguDzeAv^aauläK. 
m an d ie Gurven a ls CotMj>fe fncjt/gr/ti/pcrtd « ,„ bqzri rt'''"°" Trnnn Die 
UolfertrSgun^üer fuuKte der e-Kbene iu die ^-Ebene kann also so 
geschehen , iloss mau auf der durch jeden Punkt gehenden Ellipse 
bis zur Compleraentarliyperbel der durch den Punkt gehenden Hy- 
perbel wundert. Dabei entspriclit die Hyperbel mit den Asymptoten 
± 450 sich selbst, d. h. man hat die früher erwühute isotbermische 
Spiegelung gegen die gleichseitige Hyperbel. 

Ferner ist folgende Beziehung von Interesse: Die reciproJcen 
Cttrvcn der Kegclsehnilte mit den lirctmpunkten + l* gegen den Ein- 
heilahcis girhcn durcJi die AbbiUiung Z ^y\ — g' über in dtts Kreis- 
büscltel durch ± 1 und die orthogonale Krcisschaar. 

Der Beweis lüsst sich folgendermassen geben: Nach g 26 ist 
die Gleichung der lleciprokeu der Ellipsen 

Nach den oben ermittelten aunlytischen Beziehungen geht dies 
durch unsere Abbildung Aber in 

13) %±.^- - e, 

oder 

' Vt 
woraus sieb eigiebt 

£-[i+/(lF^]' 

oder 

d. h. die Gleichung einer Ereisschoar um die Punkte + 11> 
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Die Reaproken der Ufperbelschaar haben lUtch demselben g 
die Gleichnnff 

was darcb unsere Abbildung Qbergebt in 

Diese Wurzel hat aber nach Fig. 37 eine einfache trigunometrische 
Bedeutung, sie ist nämlich gleich dem doppelten Sinus des halben 
Winkels zwischen den Radü vectores, so dass man hat: 

Der Winkel y ist also constant, die Spitze des Dreiecks bewegt 
sich also auf einem Kreise durch ± 1 , so dass an Stelle der Gurren 
14) das KreisbGscbel durch diese Punkte tritt, welches die Ojrtbo- 
goualschaar zur vorigen ist Veigl. Fig. 37. 

Statt 15*} kann man auch schreiben 2 ain T' ~'^* ^c,, oder 

lö**) Pi — Vi — 2 arcsiu ■^ • 

Die Gleichungen 

und I (V, ~g>^)-l (<p, - <Pt) — c, 

sind übrigens Ton ganz analoger Gestalt 

Schliesslich hat mau zwischen beiden Ebenen noch die analy- 
tische Beziehung, dass sieb folgende Curvensysteme entsprechen: 

wo die Badii vectores von den genannten Punkten ausgehen. ' In 
Fig. 43 sind die Keciproken der confocalen E^elschnitte dai^estellt. 
Aus dem isotberinischeu Charakter des Kreisbüachele kann man auf 
den dieser Ueciproken uud daraus schon hier auf den der confocalen 
K^elschnitte scbliesseu. Es ei^eben sich unter Anderem folgende 
pbyeicalische Deutungen: 

1) Einströmung der Elektricitüt längs einer endlichen Geraden, 
Ableitung im miendlichen Bereiche, führt auf confocalo Ellipsen als 
Spannungscurven, auf confocale Hyperbeln als Stromlinien. Ve^l. 
Fig. 38, a. 

2) Aus einer unbegrenzten Geraden denke man sich ein end- 
liches Stock ausgeschnitten. Durch den einen Best str&me Elek- 
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tridtftt ein , durch den andern aus. Die Spannaugecurren sind con- 
focale Hyperbeln, die Stromlinien confocale Ellipsen. Vgl. Fig. 38, a, 

3) Einströmung durch die beiden Resitheile unter 2), AusstxO- 
muDg durch das unbegrenzte symmetrische Loth giebt dieselbe Figur. 

4) EinstrQmung durch dieselben beiden Itesttheile, Ableitung 
durch den Halbiningapunkt des fehlenden Stackes der Geraden fahrt 
auf die Reciprokon der confocalen Ellipsen als Spannungscurven, 
auf die Reciproken der Hyperbeln als Strouilinien. Vgl. Figur 43, a. 

5) Einströmuug durch die eine Hülfte einer endlichen Geraden, 
Ausströmung durch die andere Hälfte derselben , f Qhrt auf dieselbe 
Figur mit Umtausch der Strom- und Spannungslinien. 

6) Einströmung durch eine endliche Gerade, Ausströmung durch 
das unbegrenzte symmetrische Loth giebt dieselbe Figur. 

Der Iteichthum analytischer ' und geometrischer Beziehungen 
zwischen beiden Ebenen ist gerade bei der vorliegenden Abbildung 
ein ausserordentlicher. Der Verfasser bat bereits in seinen Beitrügen 
zur Theorie der isogonalen Verwandtschaften*) auf deuselbeu hin- 
gewiesen und die Betrachtungen dort bis auf die elliptischen Fuuc- 
tiouen ausgedehnt. 

Dem Leser kann es überlassen bleiben, durch die Operation 
der isotliermischeu Spiegelung gegen die verschiedeueu Individua 
der hier besprochenen Isothermenscbaaren neue geometrische Sätze 
aufzufinden und die neuen Figuren physikalisch zu deuten. Sämmt- 
licho Fälle der lemniscatieicheu Verwauütschnft lassen sich iu der 
gleichen Weise durchführen. Auf einige derselben kommen wir 
uoch zurück. 

§ 60. Ileisiticie zu dvn Ciirveu (troportioiialer Bogeulilngen. 

Es haudelt sich um Ourven, deren entsprechende Bogeulüngen 
im Constanten Verhältniss 1:^1 stehen, wo p, den absoluten Betrag 
des Differentialquotienten der abbildenden Function bedeutet. In 
§ 46 wurde auf dieses Problem aufmerksam gemacht. Speciell hau- 
delt es sich um die Frage, auf welcJien Curven hei der isothermisclten 
Spiegelunff gegen die Lcmniseate das Vergrösserungsverhättniss con- 
üant ist. Zwei Specialfülle geben ein eiufaches Itesultat. 

Die Function i< — ■ ^1 — z' vermittelt die Spiegelung gegen die 
gleichseitige Hyperbel mit den Brennpunkten + 1 . Da der Diffe- 
rentialquotient 

dZ -g 



*) ZoiUchr. fQr Matbem. u. Phya. XVUI, 8. 328— ä&l. (Jahrg. 18TS}. Auch 
Frogramm 1873 dei GymiiMium« lu BIbeTteld. 



fBr reelle Wertlie des Ai^ments, die kleiner als di« Einheit fiiud, 
Kell ist, so folgt aus 

die Gleichung X — T» — — „ '~^* , 

** Vi ~ ix- gif' 

also entsteht durch Multiplication und Radicirung der absolute Betrag 



wenn p und p, die von + 1 ausgehenden Radii rectores sind. 

Setzt man diesen absoluten Betrag, also auch das Vergrösse- 
ningsTerhäkuifis It = e, so ergiebt sich Folgendes: 

^t der isoiJiennischcn Spiegdutig ffcgctt die gleieJiseitige Hyperbel 
mit den Brennpuiiktcn + 1 isf das VergrösserunffsverhäUniss cottstant 
gleich c für die Pttiikle der Curve 

^ P-Pi ' 
i. h. für die Indivitlua der OrtJiOffOHalschanr des dureli utui + 1 
gtlietuJeti SiiscJicIs von SchJeifctdemniscaten. 

Nun verwandelt sich aber bei der Abbildung ^^ ^1 — e* der 
Parameter p-Pi, von + I aus gerechnet, in dos Quadrat dos vom 
Nullpunkte ausgehenden Radius r, und umgekehrt r^ in p.pi. Folg- 
lich: Die durch Gleicbuog 16) dargestellte Curve geht Ober in die 
Lemniscate 

17) -^-i- 

Die Curve 16) und ihr Spiegelbild 17) gegen die gleichseitige Hy- 
perbel haben alBO folgende Beziehungen: 

1. Ihre Parameter (in Bezug auf Radii vectores von und 4; 1 
aus) sind reciprok. 

2. Ist d er Bre nnpunkt der eiuen + ^> so ist der der andern 
^3 ^] — A^; liegt also das eine Paar auf der imaginären Axe, 
so liegt das audere auf der reellen, und zwar ausserhalb ^ 1. 

3. Ist die Brennpunktsgi ei chuug der einen Lemniscate p .pi ^.x,' 
so lautet die der andern genau ebenso; nur sind die neuen 
Brennpunkte zu tirunde zu legen. 

4. Hat die eine den Umfang u, so ist der Umfang der andern c.u. 

5. Ist die eine in ffleielte Bogen getheilt, so wird, wenn man durch 
die Theilpunkte Orthogonalhyperbeln zur spiegelnden Hyperbel 
oder Lemniscaten durch und + 1 legt, auch die andere in 
gleiche Bogen getheilt. 

Hier ist also die Analogie mit der Transformation durch reci« 
proke Kadii vectores eine sehr weitgehende, , ' ., 
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j^ehnlichea geschieht bei der Spiegeliuig gegen die Schleifen- 
lemoiscate. Sind ihre Breoupuokie ± 1, also auch der Parameter 
gleich 1, so wird diese TratuformatioB rermittelt duEch 



^-/i + F^n- 

„. . . J2_ -• -1 

Hier lit ^f ™ y^=^— . — " 7Z 77% • 

Multiplicirt man hier die Gleichungeu conjugirtea Arguments, sq 
ergiebt sich als absoluter Betrag 

wobei die Badii vectores wiederum tou +^ 1 ausgehen. 'Setzt man 
it — £, so folgt: 

Bei der Spiegehmg gegen die Sehle^enlemniseate sittd die confo- 
caJen Leniniseate» die Carven emsianten VergrösserungaverhäUnissea, 
und twar ist dasselbe constant gleich c für die Lemniscate 

18) j>.ft -»-•/., 

Uiese geht aber durch die Traiisfomiation Ober in die confocale 
Lemuiscate 

19) p.p,~cV,. 

Setzt man c~^> — x, also c^> — — und e ^ x~^>, so ergiebt sich 
der Satz: 

Habe» ewei confocale Lemniscaten mit Bretmptthkten + 1 die 
redprcltcn Parameter u und —, so ist der Umfang des ewciten das 
» — '/tfaclte vom Umfang des erstem. 

Sind t. B. die Parameter 2 und ~, so verhalten eich die Um- 
fünge wie 1 : ,7= ' Ist die eine Üurvo in gleiche Theile getheilt, so 
wird die zweite durch die Orthogonalhjperbeln, die durch die Theil- 
puuhte gelegt werden, ebenfalls in gleiche Theile getheilt. 

Bei der Spiegelung gegen die Lemniscate allgemeiner Geatalt 
scheint diese Analogie mit der Kreisreciprocitüt aufzuhören. . Sind 
z. B. die Brennpunkte ^c und der Parameter die Einheit, so er- 
giebt sich auf demselben Wege, dass die Curven constauteu Ter- 
grösaeruugsverhiiltnisseB c die Gleichung 



haben, wo die Badii vectores p, _p| von + 1 , 3, Si von + J^ 1 + 7 ' 
und r von ausgehen. 
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Achtes CapiteL 
Die Abbildungen Z=|(^+^^ und e=Z+f/z'~l. 

^ 61. Zusammenliaiis mit den elliptischen Coordlnaten. 

Unter den Abbildungen, die mit den rationalen gebrocheneu 
FuncGbnen 2*™ Grades zosammenliängen , nimmt die durch die 
Uebei^chrift bezeichnete eine herrorragendere Stellung ein. ,8ie atebt 
in naher Beziehung zu der Abbildung 

Z_«,.,_i(e"+Jj), 

und ist zuerst durch Herrn E. Heine ala wichtige Snbstitation zur 
Anwendung gekommen, wozu man dessen Sandbuch der Kugel' 
fttndioncti (2. Auflage, Berlin 187S) rergleicbe. Dort ist auch der 
Zusammenhang mit den elliptiBchen Goordinaten erörtert, der sich 
auch aus der Siebeck'schen Abhandlung im Crelle'schen Journal 
(Bd. 55), wo die Abbildung Z— cosf behandelt wird, ohne Wei- 
teres fulgem lüsst. (Mau vergleiche die Litteraturongaben zu diesem 
Capitel.) 

Dieser Zusammenbang werde der Bequemlichkeit halber zuerst 
dai^estellt. Es ist 
1) Z— X+y» — ^(ä+]-W ^rf-(cos9' + tBiu9)4-^(cofl9i— »siuy)! 

so dass 

2) X-i(r+i)co.», 



-i('-0' 



Um ip zu eliminiren, berechne mau aus deu letzten beiden Glei« 
cbungen cos <p und sin <p und. quadrire beides, wodurch mau 1 er- 
hült und folgende Gleichung findet: . 



Dies ist aber die Gleichung einer Ellipse, sobald man r irgend einen 
conetauten reellen Werth giebt. Ihre Halbaxen sind ' 

i(,+i) ^d i(.-i), 

die Excentricitüt ergiebt sich aus der Differenz der Quadrate beider 
als 1, so dass die Punkte + 1 die Brennpunkt« aiud. Unter Zu- 
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gruadelegimg dieser Brennpunkte kann man ihre Gleichong anch 
schreiben P-\- Q »^ r -^ -y »o data msu folgendes Resultat hat: 

Der Kräaachaar r — e um dm NvXtpunkt der e-Ebene erUsprieht 
die Scliaar eonfoealer EUipsen 

-±S-i(e + i) Oder -« + /(?±5)m_, 
lim die Punkte + 1 der Z-Ebene. 

Ans Gleichimg 2) und 3) folgt femer 

-^^-llr + i-X 
cmf:, t\^ t)' . 

wa'if *\ rj 
Um r zu eliminiren, subtrahire man beiderseits, wodurch man erhält: 

"/ COi' <p UD* 9 

Giebt man hier ip irgend einen constanten reellen Werth, so ist 
dies die Gleichung einer Hyperbel mit der Halbaze cos 9), deren 
Ezcentricität cos* tp -f- sin' 9 ^ 1 ist, so dass die Brennpunkte 
wiederum nach + 1 fallen. Setzt man also ip'^y, so kann man 
statt 6) auch schreiben P — (? — 2 cos f and man hat den Satz : 

Dem Strahlenbäschel <p — y durch den NvUpwÜU der e- Ebene 
c^spricht die Seiuiar confoealer Hyperbeln 

— ZLe _ cos }• oder arccoa ■ ^ - ° — y 
lim die PttnJcU'. 4; 1 der Z-Ehene. 

Ks entsprechen sich also in beiden Ebenen die Curvenschaoren ■ 

7) /•[('*«+ /?^-«)- 1). (.rcco,?=5)]-0, nr, »)-0. 
Da die concentrischen Kreise und ihre Radien orthogonale Isother- 
menschnaren sind, so gilt dasselbe von den confocalen Ellipsen und 
Hyperbeln. Durch Figur 38 ist der obige Zusammenhang darge- 
stellt, und awur ist die isothormische Eintheilung in kleine „Qua- 
drate" gewühlt. Da man diese in der «- Ebene «rhält, wenn man 
die Werthe von r einer geometrischen , die TOn ff einer entsprechen- 
den arithmetischen Reihe folgen lässt, so ergiebt sich fltr die Z- 
Kbeiie Folgendes; Man erhält die Eintheilung in kleine der Aehn- 
lichkeit zustrebende Rechtecke mittels confoealer Ellipsen und Hyper- 
beln, indem man 

^ ^ .Chx^^Ic 



setzt und die aufeinander folgenden Wertbe von r einer geome- 
trischen, die von & einer arithmetisclien Heilie folgen läaat, z. B. 
...e-'', «-»", C-«, e", e', e*; «»■, ,... 

,,, — Zß,^2ß,—ß, 0, ß, 2ß, 3^, 

Ist Obrigens a^ ß, ao wird die Eintlieilung quadratisch. 

Aus der Figur 38 folgt sOch, dem zw eideutigen Charakter der 
umgekehrten Function S ^''ff^ j/Z^ — 1 entsprechend, dasa die 
i^-£bene als doppelt angesehen werden muss. Welcher Art diese Zwei- 
deutigkeit ist, läast sich durch folgende Betrachtung erkennen: Der 
Ausdruck r-| — ündert sich nicht, wenn mau statt r seinen reci- 
proken Werth - nimmt, folglich entspricht dem Kreise rmmc and 
dem Kreise r —• - äiesdhe Ellipse - "^^ «■ -./ r + -V Diese bei- 
den Kreise sind aber zu einander reciprok gegen den Binheitakreis 
and da dem letzteren die Ellipse 

entspricht, d. h. die Gerade von — l nach -|- t , so entspricht der 
obigen ßeciiirocitJlt die Symmetrie gegen diese Gerade. 

' Dem Aevsseren dvs EinlieHslreiscs entspricht also das obere lilatt 
äer Z-Ehene, dem inmren das untere 2ilaU, uitd heide Bläiter äurch- 
Jcreusc» skli lüngs der Linie von — l naclt -}- 1 ohne jeden Zu- 
sanimctihtnig , der nur in dm Fuhhicn + 1 stattfindet. 

Diese beiden sind Wiudungspunkte l*" Ordnung, in denen die 
Conformitüt insofern gestört erscheint, als die Winkel dort rer- 
doppelt werden. 

Da die Ellipsen mit zunehmeuder Grösse immer mehr kreis- 
ähulich, die Hyperbeln aber in demselben Maaase geradlinig werden, 
da ferner die Quadranten der oberen ^-Ebene deu gieichliegenden 
der f^Ebeue ausserhalb des Einheitskreises entsprechen, so folgt, 
daSB die Geradeu durch Null und die Asymptoten der entsprechen- 
den Hyperbelu gleiche Kichtung haben. 

Dass die Punkte + 1 Yerzweigungspunkte sind , beweise der 
Leser selbst mit Hülfe des dort verschwindenden Differentialquo- 
tieoten von ^ ^ ö ( <^ + i^) ^^^' ^^i* ^'^^ aufhSrendeu Zweideutig- 
keit der umgekehrten Function. Aus Fig. HS entnehme man forner, ' 
welche Quadrate beider Ebenen einander entsprechen. Die Rie- 
manu'sche Fluche, welche die ^- Ebene darstellt, ist in Figur 39, 
Hcliematisch gezeichnet. Dass die Uebertragung der einen Ebene 
in die andere nur elementare Constructionsmittol erfordert, ist aus 
den obigen Bezichutigon. zu cutnehmen. Die obige lleciprocitüt stu- 
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BwumengebSriger Punkte iler x-£bene folgt Qbrigeos uiob MU- der 
Oldchung 



a + biy(a + hi)*-l 



_o + 6»-»/(o + 6i)'-I- 



§ 03. Unteranehung der Cnrretuysteme , die beliebigen 

Strahlenbflselieln und Kreissehuren der ^Ebene 

entspreelien. 

Au. , 2-k{' + T) 

folgt 

8) X + ri - (. + 11) - "-^^!^tr -(» + »•■) 

°° 9) X - r.- - (. - b!) - "-J'!^+ ■- (» - li) 
_ [«-»■- («I - >. 1)1 •[«-»■-(«,- Hl Ol 

wo «, 4- Pfi nnd a, -4- /!,* die beiden Werthe 



beitenteii, <lie sich nach TrennuDg des Reellen und ImaginSren fol- 
gendertnaBsen schreibeu lassen: 

j, I j/ F("a*-t*-i)'4-*'**ti + (a'-f-l) 

+ '• [fc ± ^^V-> -^)' + "^ ■^'^ - f' - ^'J=J] ■ 
MnltipIicAtion der Gleichungen 8) und 9) giebt 

(x-o)* + (r-ft)»- t"'""''+fy-p.);|i(^-''*)'+(y-ft^'J , 

oder tl.4..... ^"""ä;^' 

wobei R die Entfernung des Punktes X -\- Ti von (a -f- &t) be- 
deutet, während p, q, r die Entfernungen des Punktes x -|- yt tou 
(t, -}- J^i *t "j H~ i^i* *^(^ ^"1^ B'id- 

Dividirt man hingegen Gleichung 8) durch Gleichung 9) nnd 

logarithmirt man beiderseits unter ZufQgung des Factors -^, so er- 

hält mau 

1 ,_X+y i-(a + bi) 



oder, was nach bekaooter Foimel dasselbe ist: 

arctaa ^ ~ — arctan *'~-'^'- 4- arctan ^-^^ — arctan -"- , 
oder « — 9> 4- 2 — », 

wobei die neuen Buchstaben die Richtucgswinkel der Radii vectorea 
R, p, q aad r gegen die reelle Axe bedeuten. 

So ergebt sich der Satz: 

Der cotiecnfrischen Kreisscliaar E^c um den Puttkt a -{-bi 
der Z-Ebeiie und dem Sfraldcfihüsciid S ^ y durdi diesen Punkt 
mtsprechen die Curvensysteme 

II) <p + z — » — y, _____ 

dfTot Radii veefores von rfe» Piojfc/« o + 6i + f^(o+fti)' — 1 **"*' 
A'uQ aaSffeJie». 

Aus der Conformität der Abbildung folgt, dass sich die Systeme 
10) und It) recbtvinklig schneiden. Später wird tich zeigen, dass 
sif sich slefs als Sedprolx eines Lemniscatenbüsckds und der enge- 
l^lgen OrÜiogonalschaur von Lemniseaicn bctracJden lassen, wobei 
einer der Kreise um die Ptadde + 1 mit dem Radius j/2 als spia- 
gdnde Curve auftritt. 

Aus den Gleichungen ergeben sich verschiedene Constructtons- 
tnethoden. Beide Curvengrnppen haben nach Obigem die Sigen- 
Schaft, dass sich der innerhalb des Eiuheitskreises liegende Theil 
durch Ueciprocitüt gegen denselben und durcb Symmetrie aus dem 
ausserhalb liegendou Theile erzeugen lüsst. Für die Curvon 11) folgt 
daraus, dass sie sowohl den unendliclieu als den Nullpunkt passiren 
und dass jede eine Asymptote l!>esitzt, welche, abgesehen vom Vor- 
uichen, dieselbe Neigung hat, wie ihre Tangente im Nullpunkte. 
Li^en ferner a, •{- ß,i und a, -f- ß.ji auf der reellen oder imagi- 
nüreu Axe, so treten für beide Curvengruppen noch gewisse Sym- 
metrieverhnitDisse auf. 

Cbaraliteristisch für die Curven II) ist Folgendes: Die Gerade 
Linie hat in allen Punkten dieselbe Neigung 9 *> }'. Folglich: Die 
Gkichinff 9' + .t — # ■— y Heilt für jede Curve 1 1) voUsläntJiff un- 
Tträmlert, tceim man statt a, -]- ß^i und a, -{- ß^i einen belieOigen 
ihrer runJ:lc atisserhaW des Eitümtskreises tmd den nach ohigetH , 
GcsiUr ihm cntsttrcihcudi-n inmrjuilb desselben eum AusgünffSpntUcte 
äer Itadii vectorcs macltt. Dos Kntsprechende fQr die üurven 10) 
«ird später angegeben. 

Die Form, in welcher die linken Seiten der Gleichungen dieser 
Itotliermenschaaren der Dill'ereutialgleicbung ^« — genflgon, floilet 
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man, indem man in lg f-^ -■ c und 7 + z — 9^y Cartenache 
CoordinateD einsetzt. Aaf di« endprecbenden Yereinfachnn^n 
kommt man f olgendermasHen : Durch die Abbildung 

gehen nnaere Curven in das StrahlenbflBchel dnrch (a 4* ^0 °od 
. die orthogonale Kreiaschaar aber, folglich durch die Traoeformation 



^-i(' + T)-(<' + **) 



in Strahlen durch Null und die engehSrige Kreiaschaar, also durch 
die Abbildung 

^-'b[t(' + t)-(» + ")] 

in Parallelenachaaren zur reellen und imaginären Axe. Trennt man 
aber in letzterer Function das Reelle vom Imaginären, ao er- 
giebt sich 

X -I- y.- - Iff \^~±^+ '^ - o 4- i (^^+yi^:L^ _ bW 

A + r. - lg |_~-^_j^j -oi-H^ 8(«' + Sr') V\ 

- lg (6 + 1) - Y ^ <5' + *»') + * *" ^ f ' 
wobei von dem periodischen Zusätze abgesehen ist. Setzt man 
jetzt die reellen resp. imaginären Theile gleich, ao ergiebt sich, 
daaa den Geraden X °» », der neuen ^Ebene die Gurren 

den Geraden y — &, die Curven 

m arc tan y(?*+y'-i)^M?'+y) _ 5 

enlaprechen. 

Da die linken Seiten beider Gleichungen den reellen, resp. den 
von i beftviten Theil einer Function complexen Arguments dar- 
stellen, so genOgen sie der obigen DifTereutialgleichung, 

Bei der Auswerthung zeigt sich, dass die Curvenachoar 10) 

resp. 12) vom 4"" Grade, die Gruppe 11) reap. 13) vom 3*™ Grade 

—ist Für das Folgende wird es genügen, beide ala „Isothermen 4*" 

resp. 3'" Grades der s-Ehene" zu bezeichnen, obgleich es dort noch - 

andere Isothermen desselben Grades giebt. 

In Figur 40 ist beispielsweise links das Stroh lenbdschel durch 
den Nullpunkt der ^Ebene nebst orthogonaler Kreisschoar dar- 
gestellt, während sich rechts dos IsothermenbQschel 3**" Grades 

Holinunar, liogonU* VatwudUobftnui I^- 
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durch +t, und oo nebit orthogonaler IsothermenBcfaaar 4**" Gra- 
des befindet. Durch Buchstaben ist das gegenseitige fintsprechen 
der Flächentheile erläutert, besonders die Zweideutigkeit tritt klar 
herror. Die Schraffirung der Fläche des Einheitskreises soll an- 
deuten, dass dieserTbeil der f-Ebeue dem zweiten Riemann 'sehen Blatte 
der^Ebene entspricht. Auch das Reciprocitätsrerhältnisa dergleich- 
utmigen Felder der i^Ebene ist leicht zu erkennen. In derselben 
befinden sich ausser dem Einbeitskreise noch zwei andere durch 
+ 1 gehende Kreise, die dem Einheitskreise der 2-Ebene ent- 
Bprechen. Da gegen letzteren Reciprocität des StrahlenbDschels in 
Betng auf sich selbst nnd aosaerdem Reciprocität je zweier Kreise 
Torbanden ist, so folgt, dass in diesem Falle die Isothermen S**" 
Grades in Bezug auf diese Kreise sich selbst reciprok sind, und 
dass Ton je zwei Individuen der Sehaar 4**° Grades dasselbe gilt. 
Solche Kreise sind Dbrigens stets vorhanden, wenn das Centrum 
des StrablenbQschels der ^Ebene auf der imagiuuren Axe, oder 
aasserhalb ^^ 1 auf der reellen Hegt, und zwar gehen im ersteren 
Falle die sich dann rechtwinklig schneidenden Kreise durch + 1, 
während im andern Falle nur einer vorhanden ist, der das Kreis- 
büschel durch + 1 rechtwinklig schneidet Zu erwähnen ist noch, 
das4 die dargestellten Curven 3*™ Grades aus einem einzigen Zuge 
bestehen, die Curven 4'*' Grades im Allgemeinen aus getrennten 
Oralen. Für die innerhalb der beiden Kreise um + i liegenden 
Curven findet hier Symmetrie der Ovale statt: für die ausserhalb 
liegenden befindet sich der zweite Theil innerhalb des linsenför- 
migen Flächenstücks und ist das recipruke Gebilde des erstereii 
gegeu den Einheitskreia. 

Die Figur giebt die quadratische Eintheilnng. Verschiedene 
, physikalische Deutungen sind möglich. 

Denkt man sich z. B. die durch zwei Kreisbogen gebildete 
j Sichel -f 1 , T, — l, Y^ längs des Randes auf constanter Tem- 
peratur gehalten, die nächste Umgebung des Punktes t auf anderer 
coustanter Temperatur, so tritt schliesslich ein stationärer Wärme- 
I zustand in der Ebene ein. Fflr denselben sind die innerhalb der 
Sichel befindlichen Curven 4**" Grades Isothermen. 

Ein Gleiches gilt von dem liusenförmigeu FlächenstUcko -}- 1 , 
Y^, — 1, Yj und dem J^jullpunkte; Entsprechendes für den Aussen- 
lanm der beiden grösseren Kreise und den unendlichen Bereich, 
fSr welchen letzteren man auch einen sehr grossen Kreis mit dem 
Nollponkte als Centrnm setzen kann. 

Oder: die Punkte +t mögen auf gleicher constanter Tempe- 
rator gehalten werden, der Punkt Null und der den aaendlichen 
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Bereich Tertreteade sehr grotM Sreii nm den Nnllpankt auf anderer i 
coostanter Tamperotar. FOr dea staiioDären Zuatand aittd dann | 
Bämmtlielie Curvea 4*™ Grades der Zeicbuung iBotfaermen. Der 1 
gegenseitige Zmammenhaiig derselben kann durch folgende kine- 1 
matische Betrachtungsweise lebendig illustrirt werden. Man denke 
sich in der ^Ebeoa concentrische Kreise aus dem Nullpunkte her- j 
vorquellend und eich vei^rSasemd, ähnlich, wie sie auf ruhiger ' 
Wasserfläche beim Aufschlagen eines Steines beobachtet werden. 
Was entspricht dieser Bewegung in der z-Ebene? Ans den Punkten 
■^ i quellen kleine Kreise hervor, die jedoch bald andere Gestalt 
annehmen und durch alle Phasen hindurch sich soweit vergrSssern, 
bis sie in den Punkten + 1 'sich treffen, wobei die Kreisgestalt in 
gewisser Weise wieder erscheint. Ein Theil des ersten Ovals ver- 
einigt sich mit einem des andern zu einer die Kreise umschliessen- 
den Corve, welche sich bei weiterer Vei^prSsserung der Krei^stalt 
wieder nähert, die abgelösten Beste vereinigen sich innerhalb der 
Linse zu Ovalen, die kleiner und kleiner werdend sich der Kreis- 
gestalt nähern und schliesslich im Nullpunkte verschwinden. 

Eine elektrodynamische Deutung erhält man z. B., indem man 
die Punkte ^i als Einströmungselektroden, den Nullpunkt und 
den unendlichen Bereich als AusstrSmungselektroden betrachtet. ■. 
Der schraf'firte Theil der Zeichnung kann auch als selbstständige \ 
Kreisscheibe betrachtet werden, in welche in den Punkten ±i I 
Elektricitüt ein-, im Ceutrum ausströmt. 

FOr beide Curveugruppen treten gewisse Singularitäten ein, 
wenn a -|- i» ^ + 1 ist; denn da a -\-bi -\- f^(a -\- 6t)* — 1 für 
diese Punkte eindeutig wird, werden zwei Radii vectores identisch 
und die Gleichungen verwandeln sich in folgende: 

14) f^-c, 

15) 29 — fr—y. 

Beiläufig sei bemerkt, dass sie dann die Keciproken der confocalen 
Lemniscaten und des gleichseitigen HyperbelbOschels um resp. durch 
+ 1 sind, und zwar gegen einen der Kreise um ± 1 mit Radius 
/2^. Zur Gruppe 15} gehört der Einheitskreis, zu Gruppe 14) eine 
durch — 1 gehende Pascal'sche Schtiecicenlinie (lima^on), die ein- 
zige der Curven dieser Gruppe, welche eine Schleife besitzt Die 
Gurren 15) bilden, mit Ausnahme der Geraden und des Einheits- 
kreises sämmtlich rechtwinklige Schleifen, die durch Null und -|- 1 
(resp. — I) gehen und erinnern in ihrer Gestalt mehr oder weniger 
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aa das Folium Cartesii. Fig. 41 stellt beide Schaaren dar, nur ist 
ne dnrch iDversion gegen dea Kreis xa Terrollstäudigen . 

Aus Gleichung 15) folgt, dass für sehr kleines # sieh.S^ der 
GrSsse f nähert, so dass dem Winkel O^y der ^-Ebeue, der 
seinen Scheitel in -|- ^ ^^ ^^^ Winkel ip ^^ entspricht, so dass 
Qberhaapt jeder Winkel t, dessen Scheitel sich dort befinde^ in der 
«-Ebene aaf y oder -|- -f- 180* reducirt wird. Diese schon oben 
erwähnte Halbirung des Winkels entspricht dem Charakter des 
Windungepunktes l*" Ordnung. Bei den Ereisbeziehuugeo beider 
Ebenen kommt dieser Punkt noch einmal zur Sprache. — Die 
physikalischen Deutungen der Fig. 41 sind leicht auszusprechen, 
Ganz allgemein entsprechen sich in beiden Ebenen die Curven- 
schaaren 

16) nE,e)-0 und r[(^^),CT+l-»)]-0, 
und tncar gehen die Sadii vedores der lotteren von 

^ a + li± }/{a + liy— 1 

utui S^uU aus, wenn die PoUtrcoordituUen der ersteren Cttrve auf 
einen PunU (a -f- fci) bezogen waren. 

So entspricht z. B. den logarithmischen Spiralen R ^ cJt^, 
welche ein Strahlenbüsciiel durch a -f- &» is(^nal durchsetzen, eine 
Carrenschaar 

17) P^^e-l^+z-9^ 

d. Jt. die ScJuiar der isogonalen Trajectorien des Iaothermei^>iiacheU 
3**" und der OrätogonaUcliuar 4'™ Grades. Die Eigenschaften dieser 
transscendenten Curveo sind, wie in den frdheren Fällen, denen 
der logarithmi sehen Spirale ganz analog. Lüsst man in den Gleich- 
ungen 10) und II) die Werthe ron c einer geometrischen, die von 
y einer arithmetischen Beihe folgen, so erhält man die isotber- 
mische Rechteckstheilung, als deren Uiagonalcnrren sich die Curven 
17) betrachten lassen. Fig. 40 und 41 stellen die quadratische £in- 
theilung dar. 

Aus Gleichung 15) folgt, dass das KreisbUschel durch belie- 
bige Punkte a-^hi und a, -f-^i* ^^^ J?-Ebene und seine Ortho: 
gonalschaar, deren Gleichnngen sind 

«-X-f, f-e, 

in folgende Currensysteme der z-£bene Dbergeh^n: '-'OOglC 



I 6i. Uatenuohnng d«r CiirT«i»jr«teiiM, 

9> + 9>i -Cz + xO — y. 



(Jen Pu 



dereii fiadii vectoret tod den PunkteD a -f- &* dz /(o + 6 *')* — 1 
und «, + fcj» + /(«i + ^i»)' — 1 ausgehen. J)ü« CWven bät^ 
dos J8(rfAerm«n&wwA«I ^'" Qradea dw^eh die genatmten vier Punkte 
twd die orthogotude laothermenaehaar desselben Grades. 

Die geometrische nnd physikalische Deutung dieser Isothermen- 
Hchaaren und ihrer isogoualen Trajectorien 



bleibe dem Leser dberlaasen. Sämmtliche tileichungen lauten iden- 
tisch mit den entsprechenden des Capitets 6, nur haben die Aus- 
gangspunkte der Radii vectores hier im Allgemeinen eine andere 
L^ie. 

Die Doppel Verhältnisse und sonstige geometrische Belatiouen 
können wie dort aus der Z-£bene in die «-Ebene übertragen werden. 

Noch ein Specialfall der obigen Isothermensyateme bleibt der 
Vollständigkeit halber zu behandeln. 

Den Parallelen zur IX- und IT-A^e dier j?-£beue entsprechen 
welche Curven? 

Ans 

x+r.--i(» + ,. + yi^.) 

folgt durch Trennung des Reellen und Imaginären und Gleich- 
setzung der entsprechenden TheUe, dass die Geraden X ■» a und 
Y='h m folgende Curren 3*™ Grades Übergehen: 

^ ** + y' + ' ^ 

2 fl!» + y» **' 

y. «''+y' , - .' „Ä 

2 «• + »• "■ 

Diese Gleichungen genOgen mit ihren linken Seiten der Differential' 
gleichung A« ^ 0. Die Rechteckseintheilung dqr £bene geechieht^ . 
wenn beide Parameter arithmetischen Ueihea folgen. Die isogo- 
nalen Trajectorien sind wieder Isothermen 3**° Grades. Aus der 
Oleichuug der Geraden 

folgt, dass die allgemeine Gleichung der Isothermen 3*** Grades 
auf die Form 

Ixis? + yi + 1) + ay{.x* 4- y» — 1) — 2oft («> + y^ 
gebracht werden kann. Alle Corvcn von dieser Gleichung haben 
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ibo die durch Gleichang 11) chuakterisirte Erseiiguiigsweise. Dasa 
femer jeder Corre f(XT) ^ der ^Ebene eine Gurre 

entspricht, ist selbstverständlich. 

§ 63. Vebertnugang der Geometrie der »-Ebene In die 
der ^Ebene. 

F&r diese CmkehmiigBaufgabe ist die soeben benutzie Methode 
nicht anwendbar, da die bequemen Factorenzerlejpingen hier weg- 
fallen. Sowohl geometrisch als auch analytisch wird der Ausdruck 
ichwerfälliger, und dies hängt eng damit zusammen, dasa die Eigen- 
Schäften des Arcuscosinus nnd des Logarithmus sich nicht so ele- 
gant darstellen lassen, wie die des Cosinus resp. der Ezponential- 
fondion. Der Zusammenhang erklärt »ich daraus, dass 

■2— Y(c + -^)-«osfi, 

. also f — 4- arc cos Z — lg (Z -f- /if — 1) ist Der Inhalt dieses 
Paragraphen wird nur der Vollständigkeit wegen gegeben, da die 
Methoden eich später vereinfachen lassen. 

Dem Punkte x + yi der «-Eben^ entspricht der Punkt 

x+ri-i-(x + si + j^,) 

der andern, der sich wiederum elementar construiren lässt, da 
■ . durch Reciprociiät des Pnnktes x -^ yi g^en den Einheits- 
kieis und Dmlegen um die reelle Aze dargestellt wird, worauf nur 
noch Addition complexer Strecken anzuwenden ist Denselben Punkt 
findet man natflrlich, wenn statt des Arguments x -\- jfi der reci- 
proke Wertb desselben genommen wird. Diese Zweideutigkeit ist 
bereits erörtert 
Trennt man id 

« + yi - X + Ti -I- }/JX^yiF~-^i 

daa Beeile vom Imaginären, und setzt man das Zuaammengehttrige 
gleich, so folgt, dass den Linien x-^a nnd y •— & feinde Curven 
entsprechen : 



18) 



x+; 



(xi— y-i)- + )X- y + (X- - 


-^-'>-a 


a 




Tx>--Z'- i)' + )X" t'- (X" 


-^-n , i 


: 


XTohgl 



I eu. UebertntgaDg dar QMDutria der i-Eben« in di« Ü-Ebene. l&l 

Die liokeo Seiteu dieser Oleichtmgen genttgen w» dem oben an- 
gegebenen Grande der Differentialgleichung Au— -0. Ihre Dia- 
cuB§ion wflrdfl amstäDdlich aein. Später wird sich durch eine ein- 
fache Combination ergeben, dasa es sieh um die Betnproken tweier 
OrlhogoHolschaaren sieh berührender Pascdf scher Schnedcetüitüen 
(lma(ons) handelt, wobei der Kreis um -f ^ mit Badius /2 als 
spiegelnde Curve auftritt. 

Die Construction , wie Oberhaupt jedes Uebertragen der Geo- 
mebie der «-Ebene jn die der Z-Ebene ist elementar durchfQhrbar. 
Die analytische Besiehung beider Ebenen ist die, dass der Cntve 
f{xy) — der «-Ebene die Curre 



.0) rax+y^-- 



-D'-f ♦X'j^ + (.3P— y- 



<*, 



entspricht. Weit einfacher erscheinen die im vorigen Abschnitt 
dargestellten Relationen. Hier fehlen eben die Radii rectores, die 
sich vorher aus der Zerlegung der Function in Faotoren 'ergaben. 
Man hat selbst bei einfachen Uebertragungen schwerfällige RecH- 
nungea a&thig, bei denen sich allerdings ali^ekOrzte Bezeichnungen 
anwenden lassen. 

Um z. 6. die Gleichung der Curve zu finden, die einer Curve 
der f-Ebene, welche in Polarcoordinaten q und ^ in Bezug auf 
einen Punkt a -{-bi gegeben ist, entspricht, stelle man die Gleich- 
ungen des Kreises p ^ c und der Linie # «■ }> in gewöhnlichen 
Coordinaten auf und setze in denselben an Stelle von x und y die 
linken Seiten der Gleichungen 18). Die gefundenen AusdrOcke 
mdgeu mit 

fiiX7ab) — c und ft{XYab)^y 
bezeichnet werden. Der Gurre F(f>p) >— der «-Ebene entspricht 
also die Curve 

F[f,{XYab), f.,{XYah)]—0 
in der andern. Es wird sich später xeigen, dass auch die durch /*, 
und f.^ e/tarahterisirten Coordinaten die Reciprohen etceier orthogo- 
naler Schaaren Fasedl'scher Schneekenlinien siiid, 

8 04. Weiteres ttlwr die elllptlBChen Coordinaten. 

Bei dem allgemeiaeren Interesse der elliptischen Coordinaten 
geben wir fUr die Untersuchung der in § 61 entwickelten Haupt- 
beziehnng noch folgenden Weg an. 
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Nach Gleichoag 14) entspricht dem Ereise mit Badioi P ■■ c 
um den FonlEt — 1 der ^-Ebeoe die Cnrre ^ «• e, tteni Kreise 
Q^e um -|- 1 die Corre ^^c, wobei die Bwlü Toctorea ji, jf, r 
' ?{>ii -^ I, — 1 and Null aasgehea. Die der Ellipae "^^ ^ c um 
die Brennpunkte + 1 der ^Ebene correspondirend« CoHe ist also 
^-^- — c, 80 dasa ihre Gleichong in Cartesitchea Coordinaten 
lautet: 

(j+i)'+y' + (^_-i)' + y' _ *' + y' + i _ ^ 

oder 

oder endlich 

r— c±yc'—~\. 

Ebengo geht die .Hyperbel — "~-" ^ k ■■ co» (+ y) t wo alao 
± y den Neigungswinkel der Asymptoten bedeutet, Ober in die 
Gurre "~" * ^ x , oder in gewöhnlichen Coordinaten in i 

__x X 

d. h. in cos 9 ^ cos (^ y) oder in # ■-■ ;t >" ^ i "* '^'•' *■ ^o 5 
Die Stfperbel — ^^-^ ^ cos y der Z-Ebene verwanddt sich in die 
Geradm &*= + }' durch XuU, die aUo glä^ Neigvng mit den 
Asi/mptoten der Syperbd Itabeti. 

Aus der Gleichung r — ci^ der logarithmischen Spirale nm 
den Nullpunkt ergiebt sich als Gleichung der isogonalen Trajec- 
torien der confocaleu Kegelschnitte 

30) ^-+« + /p+_eyr7_„"— '^'. 

Die geometrische Deutung dieser Gleichung giebt die Rundamental- 
«igensuhaft dieser Curveu, welche sich als Diagonalcurren der obigen 
Uecbteckseintheilung betrachten lassen, so dass, wenn ausser den 
Brennpunkten nur zwei aufeinanderfolgende Diagonalpunkte bekannt 
lind, die Constructiou beliebig vieler Funkte der trauiscendenteu 
Corre elementar geschehen kann. 

Um die Gleichungen der confocalen Kegelschnitt« in der 
der Gleichung A" ^.0 genügenden Form su schreiben, betrach- 
ten wir die Abbildung , ^^.._ 
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21) i;«|[«' + i]-cos*i 
nnd ihre Untkehrung 

22) « — 's [z -)- K^^^^l — -.- arc CO« if, 

von deaeo die letztere die KegeUebnitte direkt in Pftnlleleu zur 
reelleu resp. imaginären Axe verwaodelt. Aas 

J!C + y» — co«(3;» — y) — coa(fl!») cos y + wi(xi) ein y 

folgt i^mlicli 

2 — cos (xt) cos y , 
Yi — Bin(xt) ein y, 
woraus, wie scliou frOher, durch Quadriruug uud Addition gefol- 
irert werden kann 

X' ^ _i 

o»' Sf ■in* V ^ 
und 

3P y*., _ 1 

Das erste ist die Hyperbel-, das andere die Ellipaengleicfaung. Der 
Geraden x — a entspricht also die Ellipse 

der Geraden y ^ i die Hyperbel 



also, wenn man gew&hnlicbe Coordinaten einfahrt: 

23) i^co, ''g+'i)- +^ + »-g - ■'■ + g - „, 
oder, um das Imaginäre zu vermeiden, 

23*) lg(5H-»'P^T)-«, 

WO der periodische Zusatz vernachlässigt nnd fDr { der Wertb 

V(x +w+~y* + Wi r- 1)* + y * 

eiuznsetzen ist; und 

24) „,^m±Ii±^.^MEjl±V-i. 

Diese Gleichungen der Ellipse und Hyperbel genflgen mit ihren 
linken Seiten der obigen Differentialgleichung, da a = iC und i— y 
die reelles resp. imAginüreu Theile der Uülfsfunction 

a: + y» — i orc cos (X + Yi) 

^^' Google 
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Eiuigo Vereiufacbungen der BchreibweiM fli^ebeo liuh, weuu 
man dl« Bezeicbnungeii der HyperbelfuDctionen einfahrt. Auf die- 
wo Paukt kommen wir bei der Behandlung der Kreiifuiictiooen 
ni sprechen. 

Die Uebertragung .der Geometrie der f-Ebene in die Z-Ebeae 
gefltaltet sich jetzt foIgendermasBen : Der Kreia f^c um a-\-bi 
bat io gewöhnlichen Polarcoordinaten die Gleichung 

y^^^ 2»-"(ö"cöfl * + 6"8m#PföM^'fr' — «, 
ihm entspricht also, wenn man — ~-^ ^ «, — ^.x .b v setzt, in 
der ^Ebene die Corre 
25) ^(«+/t?^)>— 2(«+;/i?^:^)(a»+6>/r^»)+o*+6*— c, 

oder knrz geschrieben 

f^{uvah) ^ c. 
Ebenso geht die Gerade durch a -{-bi mit dem Neigungswinkel 
9^yt deren Gleichung in Polarcoordinaten lautet 

arc tan — ■ ■ .- — ■= y. 
Ober in 

26) arc tan (M-J ^TWT^ ^fr._ 

oder kurz 

/•,(MtJ06) — >-. 

Der Cnrre f(p9>) -"0 entspricht also die Cnrve 
F[fi{uvah), AC««"»*)] — 0. 
wozu § 62 zu vergleichen ist Die durch fi nnd /, dargestellten 
Coordinaten stimmen nämlich mit den dort besprochenen Qberein. 

$ GS. Das gegenseitige Entsprechen der Blelrealarcoordliuten 
beider Ebenen mit den timndpankten ^^ 1. 

Das KreisbOschel durch die Punkte + 1 der Z-£bene Itat die 
Gleichung — X^^y, die Orthogonalachaar die Gleichung g ~ ^i 
vobei die Coordinaten auf + 1 l>ezogen sind. Nach den Gleichungen 
14} und 15) entsprechen ihnen, da aicb beim Einietxen die Ton 
Noil ausgehenden Hadü vectores wegheben, die Gurren 

27) 2(<f> — i) — Y> oder y — z — |- reap. 180» + l-, 

* Google 
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ai$o ebenfiilh ein KreMnIackd thtreh +; 1 und die orthogonaJ« Kreis- 
leKaar, uad iwar corrtisponclirea jedem Kreise dea Bflschels der 
/•Ebene mit dem Peripheriewinlie] y zwei Inüividua des UflBchela 
der uulereD Ebeiie mit des Peripheriewinkeln y und 18Ü*-|--|-, 
die aieh demnach rechtwinklig schneiden. Man Tergleiche hierzn ' 
die sieh an die Gleichangen 14) und 13) anschliessenden Erörte- 
rnngeu, aas denen bereits hervorgeht, diuis zwei BüBchelkreise der 
27-Ebene sich nnter dem doppelten Winkel schneiden, wie die ent- 
sprechenden der «-Ebene. 

Das obige Resultat ergiebt sich unabhängig hiervon noch aaf 
folgendem Wege: 

Aqs 

j, _ 2 + yz^^'x 

folgen die Gleichungen: 

« + 1-Z+1 + yw^\~fz+i{yz^^-\-yz^^) 

und 

, _ 1 _ iJ _ 1 + yzi~-^ = l^Z^Ti [y2~+i + /Z^^), 
also durch Division 

» — 1 r z — \> 

oder 

woraus sich ergiebt 

/ «-»«•+ iV _ 3C-y«+i 
\x-yi~i.} X-Yi-\' 
also durch Multiplication der beiden letzten Gleichungen 

wobei die Badii vectores von + 1 ausgehen. 

Durch Dirision derselben Gleichungen, Logarithmirung and 
ZosetEUng des Factors -^, folgt: 

»1 »x-yi + 1 lif x-Yi-i- 

oder 

2 I «rc tan ^^ — iirc tan ^^J — arctan j^jTi — aro tan j^ , 



oder indem man fDr die arc tan die Richtungswinkel der oben ge->" 
nannten Eadii vectores settt: 

2(y-z)_«-jr. 

Die Hallnnuig der zusammengeh&rigen BOschetwinkel folgt am 
. bequemsten ans der Gleichung 

aas der unten noch weitere Consequenzen gezogen werden. Gant 
aUgemän entsprechen sich in heulen Ebenen die Curven 

29) /■[(!), C«-J!)]-0 und /•[(£.)', 2(,-l)]-0 
und Belbstrerständlicb auch 

30) /-[/f, ^^]-0 md f[{t), l.^-z)]-0.- 

So geben z. B. die oben erwähnten logarithmiachen Doppelspiraleii 



mit den Crrundpunkten + 1 der Z-Ebene wiederum iu logaritbmische 
DoppeUpiraleu über, und zwar m das System 



(f)'-« 



oder 

f-KT.»'-'. 

Um die Hesultate dieses Pan^raphen zu veraDSchaultcheo, construire 
man folgende zusammengehörigen Figuren beider Ebenen. Durch 
die Punkte + 1 der Z-Ebene zeichne man ein KreisbUschel , dessen 
Schnittwinkel mit der reellen Axe eine arithmetische Reihe bilden. 
Die Orthogonalschaar, welche der Eintheilung in „ähnliche Recht- 
ecke" entspricht, construire man entweder direct, indem man etwa 
die imaginäre Axe zur Schaar gehören lässt uud sie durch reciproke 
Kadii vectorea gegen den zweiten willkürlich angenommenen Kreis 
spiegelt und so fortfährt, oder Indirect durch Transformation einer 
(.-oncentrischen Kreisschaar entsprechender Art mittels Z— — ¥0n 
beliebigem Punkt« aus. Veigl Fig. 42. 

Die zugehörigen Kreise der e- Ebene werden dann sehr leicht 
folgendermassen gefunden: Die beiden Büscltdkreise deu e- Ebene, die 
einem solchen der andern Ebene entspreclien , haben iiire Mittelpunkte 
da, wo letzterer die imaginäre Axe schneiilet. Ausserdem gelten sie 
ilurdi + 1. Der Beweis folgt aus einer leichten Betrachtung über 
"die Peripheriewinkel. ^ ■ 
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Der Krei» der t-Jübene, 3er tu einem Indimdmm der Ortho- 
gottalsdutar der Z-Ebeae gehört, hat seinen Miltejpunht an der SteUe 
der redien Äxe ausserhalb des EüiheÜskreises , wo der Kreis der 
Z'Ebene dieadbe schneid^. Er sehneidet ausserdem den Einheitskreia 
reehtunnJcüg. Der Beweis ftlr letzteres kano so geführt werden: Der ' 
Kreis am den Punkt a der reellen Axe der ^-Ebene, welcher den 
Einbeitekreis rechtwinklig schneidet , trifft die Axe in den' Punkten 
« + p'a* — i und o — f^ä*"^"!. Nach § 62 geht er flher in die 
Corre —' ^ f'a» — .1 , deren Radii rectores ?on 

und Null ausgehen. (Die beiden ersteren Punkte waren soeben ge- 
nannt) Dieser Gleichun g genüg t, wie man sich leicht überzeugt, 
nur der Kreis um a -(- ^a^ — 1 , der den Einheitskreis rechtwinklig 
schneidet. 

Damit ist nun gleichteitig das einfachste Uebertrc^ngsprindp 
gefunden. 

Um nämlich den Punkt a -j- &t der J^Ebene in die andere zu 
übertragen, lege man durch ihn und die Punkte +1 einen Kreis 
und ausserdem durch ihn einen Kreis, der seinen Mittelpunkt auf 
der reellen Axe hat und den andern rechtwinklig schneidet. Die 
entsprecheuden Kreise der «-Ebene construire man nach der eben 
angegebenen Methode, irelche die beiden correspondirenden Schnitt* 
punkte giebt. — Aehnltch geschiebt die Bestimmung des Punktes 
der 2-Ebene, der einem gegebenen der andern entspricht. 

Speciell sei bemerkt, daas dem Einheitskreise der Z-Ebene die 
beiden Kreise um + 1 mit Radius ^2 entsprechen, woraus neue 
Sätze abgeleitet werden können. 

ft GC». Heu Reelproken der elllptlseh'eu Coordinaten um -^ \ 

iler Z- Ebene entspricht dfts KreisbQseliel durch die Punkte 

+ i liebst Ortbogonalscliaar. 

Der isothenuischen Spiegelung (Inversion) gegen den Einheits- 
kreis der Z-Ebene entspricht die Spiegelung gegen einen der ihm 
entsprechenden Kreise um + i mit Radius ^2 . Durch die erstere 
Operation erhält man aus den confocalen Kegelschnitten um ± 1 
ihre Reciproken, durch die letztere geben die entsprecheuden Strahlen 
und Kreise durch resp. um den Nullpunkt der f-Ebene in das Kreis- 
bUschel durch 4:^ und die orthogonale KreUschaar Über. Folglich: 

Dem Krcisbüschel durch + 1 und seiner Orthogonalsckaar ent- 
sprccJien die Beciproken der dliptisdien Coordinaten um + 1 gegen 
dvn Einheitskreis. 
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Die Reciproke der gleichseitigen Hyperbel iit eine Lemniscate, 
und zwar im vorliegenden Falle die Lemniscate P. Q ■» 1 mit den 
Brennponicten + 1. Letztere entspricht den Kreiseli des obigen 
Büschels, die ihr Centnun in den Punkten + 1 haben. Der iao- 
thermischen Spiegelung gegen diese Lemniscate wird demnach die 
Reciprocität gegen jedeu dieser beiden Kreise entsprechen. Unten 
werden daraus interessante Beziehungen abgeleitet. 

Figur 43 stellt das hier behandelte gegenseitige flntsprecHen dar. 

Um auch hier den einfachsten analytischen Zusammenhang zu 
finden, werde das Resultat nach unserer Methode rerificirt, 

Zui^hst verwandelt die Abbildung Z ^ — die £)lipsen und 
Hyperbeln P+Q>~c mit den Brennpunkten + 1 in die Curveu 
— B "" "■ ^^^^^^ Ausdruck geht durch die Abbildung 

nach den Gleichungen 10) resp. 14) Ober - in ^^^ ^ c, wobei die 
Radii vectores p, g, t, (, von — 1, +1, — i und + 1 ausgehen, 
während die von Null ausgebenden wef^fallen sind. Führt man 
fOr diese Badü vectores gewöhnliche Coordinaten ein> so entsteht 
die Gleichung 

*'4-y' + l— .v-f;^= reap- x' + y^ — l — 2x j/*-^- 

Das erste ist die Gleichung eines Kreises r — » . — ■■ = um den Punkt 

^^ — ^ der imaginären Aie, die sich auch achreiben Ksst 



wobei t und t, wieder von + i ansg^en. Das andere ist die Gleichung 
des Kreises r ^ — nm den Punkt 7/ in^ der reellen Axe, dessen 
Gleichung auch lautet: <p, — 9> ^ arctan ■ ^■.: - f^.-^^ , oder auch 
2 sin (f)| — qo) B- c. Also mit einer geringen Aenderung: 

Der Schaar der Beciprohen der eonfoedlen EUipsen mit der 
^Gleichung 

-^tV __ g entspriiJU die Kreissdtaar -j j (~- J + yi-r- I ^c, 

i (;'') J, 
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äer Sehaar der JteeiprtJcen äer eoitfoaüen Bj/perMn mit der OUichung 
i^' ^ ' ^' Kreubiia(A^ sin (<p, — )>) ■■ x, vob«i alle Badii 
Tectorea.TOD den genannteD Punkten ausgehen. 

Zwischen beiden £benen besteht also die Beiiehung, dus sich 
gegenseitig entsprechen die Curren 

=")r[^«.?^-«]-o »d r[i(u+.),.i„(^,_,)]_„. 

und ebenso 
und 

f[{f), (v,-v)]-o. 

Auf die Analogie der in diesen FoTmeln enthaltenen Ansdrocke 
mit den folgenden: 

7 (' + t). -2 + >^^''' «'» ' - T («■'+ ,4r) 

und «in « ^ Y (*'' Ti] 

werde kurz aufmerksam gemacht, um damit eine andere Ableitung 
des Resultats anzudeuten. 

Aus dem Gagebenen lassen sich noch einige ^tse beiläufig ab- 
leiten. Spiegelung gegen die unter + 45" geneigten Geraden dnrch 
den Nullpunkt der «•Ebene verwandelt nämlich dos Kreisbttsehel 
durch nh 1 in das KreisbUschel durch + i. Folglich gilt entspre- 
chend in der ^-Ebene der frOh«- bewiesene Satz: 

Die isothermische Spiegelang gegen die gleicliseitige Hgperbd ver- 
wandelt das Kreishüsdiel durcji ihre Brent^nkle nebst- Orthogonal- 
sdutar in die Jteeiproken der confocalen Kegelschnitte um diese Punkte. 
• Femer: Der Kreis um -j- 1 (reap. — 1) mit Kadius yS ver- 

wundelt durch Inversion die Geraden durch Null und die zugehSri- 
gen conceutriscben Kreise in daa Kreisbüachel durch 4: 1 und dessen 
ürthogonalachaar. Folglich entsprechend in der Z-Kbene. 

Die isotJiermiselte Spiegelung gegen die gewöhnliche Lemniscate 
verwandelt das Kreisbüschel durdi ihre Brennpunkte nebst Ortliogonal- 
sckaar in die confocalen Kegelschnitte um diese Punkte. 

Dasselbe gilt von der in § 54 erwähnten Abbildung 

Djt.z.dayGOOglC 
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$ 67. Weitere Consequenzen der Kreisbezlehnngen 
beider Ebenen. 

Die Formel j^ — J^}^ des g 65 ÜMt sich folgender- 
i deuten: 

Unterunrfl man ein Gebilde der t-Ebene der TransfomtaÜon 
^^-r, so erliält man dasselbe, aJs wenn man das entsprechende Ge- 
lOde der Z-Ebette der Äihildung T/~tl untereieht. 



sprechen aber in beiden Ebenen der Reciprocität gegen den Kreis 
nm den Punkt -(- 1 mit Radina }/2, während die Wurzelauaziehong 
den Uebei^ang von der gewöhnlichen Geometrie in die lemniscatische 
bedeutet. (Ausser der Reciprocität ist noch das Umlegen um die 
reelle Axe zu berücksichtigen, was im Folgenden nicht mehr be- 
sonders hervorgehoben werden soll.) 

Nun geht aber jedes KreisbOschel durch die Punkte a -\- bi und 
o, 4~ &i> d^' Z-£bene durch die Abbildung 7/^"h ' in ein Lemnis- 
catenbOschel durch die beiden Punktpaare 



f o + 6» — 1 ' "i 



(^, + b,i■ 

Ober, folglich muss letztere Curvengruppe, der Umkehraog der ' 
Transformation ^~~i unterworfen, die QbrigenB genau ebenso lautet, 
auf Curvenschaaren fahren, welche dem obigen Ereisbü&chel der 
^-Ebe&e entsprechen. Also: 

Dem Kreishüschel durch die PunJde a -\- bi und Sf -j* b^i der 
Z-Ebene und seiner OrtUogotialseJuiar entsprechen die Reciproken des 
Lemniscatenhüschds dvrclt die Puiiktpaare 

der t-Ebene gegen den Kreis um den Punkt -f- 1 '^^ Radiu» f'^. 

Mit andern Worten: Die in § 61 beJtandelten Büschel und 
Sehaaren der Isotltermen S*** und 4*" Grades der t-Ebene sind Jfe- 
ciproke von Lemniscaten-BOsclieln und -Schaaren gegen den genannten 
Kreis. 

Da nun der Spiegelung gegen diesen Kreis in der «-Ebene die 
Spiegelung gegen die Lemniscate P.Q^\ um die Punkte + 1 der 
J?>£bene entspricht, so folgt, dass die genannten Lemniscatenschaaren 
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der «-Bbene durch die AbbUdung Z — y [ « -f- -j- 1 in CorreD über- 
gehen , die durch Spiegelang der nreprOnglioben Ereisiysteme gegen 

die Lemniecate entstehen. • 

Von besonderem Interesse iat folgender Fall: Die Geraden durch 
den Nullpunkt der ^£bene nebst Ortbogonalschaar gehen nach der 
„lemniscatischen Geometrie' (Cap. VI) durch isotbermische Spiege- 
lung gegen die Lemniscate in ein Büschel von Sohleifenlemniscateu 
durch ± 1 und Null nebst der Ortbogonalschaar Ton I^mniscaten 
über. Folglich; 

Daa Lemnismtenbüschel durch die Punkte + 1 und NüU der 
2-Ebene ent^ridit dem Lemniscatenbäschel durch die Funkte ± * und 
+ 1 der f 'Ebene; auch die beiden Orthogonalsehaaren von Lemnis- 
caten entsprechen einander. 

Dieser Fall iat durch Figur 44 erläutert, wobei wiederum dem 
Innern des Einheitskreises das untere Blatt der ^-Ebene entspricht 
Die isothermischen Deutungen dieser Zeichnungen mSgen dem Leser- 
flberlasaen bleiben. Die .lemniscatische Geometrie" gab Näheres 
Über diese Systeme. 

VeriBcation des Besuttatee und Formulirung der analytiechen 
Beziehung beider Ebenen geschehe auch hier nach der früheren 
Methode: Nach Cap. VI hat daa Büschel von Lemniscaten durch 
± 1 und Null die Gleichung 

die Orthogonalacbaar die Gleichung -^ » c, wobei die Badii vec- 
tores Ton + 1 und Null ausgehen. Nach den Formeln 10) und 11) 
entstfihen durch die Abbildung e ^ Z + ^Z"' — 1 aus ihnen die 
Gurren 

2 [(«> + l) -(» + *,)]-)■ »nJ (ffi;)'-«. 

deren Kadii vectorea von ^ 1 und + i ausgehen, während die vom 
Nullpunkte ausgehenden sich gehoben haben. Nach Cap. VI sind 
dies aber die Gleichungen eines Lemniscateobüschels durch die ge- 
nannten Punkte und der orthogonalen Lemniacatenschaar. 

Gane aUgemein entspredten «ie& t» beiden Ebenen Carven, deren 
Gleichungen in diesen lemniscatischen Coordinaten sind: 



und 



33) f[{nr)- C« + j:-2»)]- 







/■[(^;)'' ^(^ + « - '* + *:!»l-ftoogle 



HoUmalltt, iMgaul« V*>«uilMah>fi«n. 
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wobei die BaJü vertorts von den Pattkien ± 1 und Ntdl der Z-Ebene 
resp. von denen der. g-Ebcne ^ 1 und i i auiffdtat. 

In derselben Weüe lüsst sich die obige Belation tuch in der 
Foitn 






rerwerÜien, die mao dabin deuten kann, data die TnDifonnatiou 
enteprecheader Gebilde mittels der beiden gleichgesetiten Functionen 
auf identische Gebilde fQhri In der Z-Ebene handelt es sich dabei 
wieder um die InTersion gegen den Kreis um + 1 mit Radius j/2, 
in der «-Ebene am dasselbe, ausserdem aber noch um die Quadri- 
nmg, bei welcher bekanntlich der Neigangswinbel jedes rou Null 
ausgehenden Radiosvectors Verdoppelt, er selbst aber genüss der 
Proportion 1 : r ^ r : r* quadrirt wird. Bekanntlich wird nun jedes 
KreisbOschel der ^Ebene durch a-^hi und Oj -\- h,i nebst Ortho- 
gonalschaar durch die Abbildung 7^7 >n ein Kreisbüschel durch 

a-\-ot~i ai-\-bft — 1 

' nebst Orthogonalschaar, dieses aber durch Quadrirung in ein Btlschel 
Faseal'aelu-r Sdineckenlinien (Umafons) darch die Punkte 
/« + 6» + i\ J . /a, -4- 6,1 + i\ J 

nebst Orthogonalschaar ron Cnrven derselben Art verwandelt. Diese 
Corren verwandeln sich aber in der Z-Ebene durch die Umkehmng 
der ÄbbÜdong 'g-^, die wiederum ebenso lautet, in die den ur- 
fl[a11nglicben Krtisen entsprechenden Systeme. Folglich: 

Jedem KreisbäscJiel der g-Ebene durch die Punkte o + ftt und 
a, + 6|» enUpridä in der Z-Ebene ein Curvenbüschel durch die Punkte 
i.^o + 6i + _-i^^ u,irf i.^0, + 6,t+ — _pj^V wddtea durdi 

Inversion mittels des Kreises um -(- 1 mit Radius y^ aus einem 
Büschel Pascal'scJter Schneckenlinien {im specialen FdUe Cardünden 
oder audt Parabeln) erzeugt werdet kann. Von den Orthogonal- 
schaaren gilt dasselbe. 

Somit ist auch fOr die in g 63 behandelten Curven die georoe- 
fariscbe Deutung gefunden. 

Da die confocalen Kegetsciuiitt« um die Punkte ± 1 der 2^-Ebene 
die Abbildungen von Kreisen und Geraden sind, so ergiebt sich 
beiläufig ein Specialfall des bekannten Satzes, dass diese KegeU 
sdmitte, gegen einen Kreis um einen der Brennpunkte (hier den spe- 
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(mUm Krei» mit Badivs y^) gespiegeU, auf PascaVsehe Schteekm- 
Urnen fairen. DaaseJbe gilt aus gleichem Qrunäe von den ob^en 
Seciproien der KtgdschniUe. Auch die Lemniacale P • Q — > 1 der ■ 
Z-Ebene mit den Brem^nlUen ± 1 geM dwch Inversion gegen diesen 
Kreis in eine Pascal' sehe Sehneekenlinie über, toeU sie neei Kreisen 
der g- Ebene entspricht. 

Aua letzterem erledigt lich ein« zvt Gleichung 14) gemachte 
Bemerkung. 

Da endlich die Kreise der «-Ebene, gegen die Kreiee und Ge- 
raden um reap. durch Nail geapiegelt, wieder Kreise geben, so folgt, 
' Jobs die isotJiermische Spiegelung gegen aüe Individua der confoedien 
Ellipsen und Hgperbeln die hier auftretenden lima^ona wiederum in 
solche verwandelt. 

In gleicher Weise lassen sich noch sahireiche andere Beziehungeu 
aus dem Vorangegangenen mit Leishtigkeit ableiten. Von diesen 
sei noch ein Beispiel angegeben. 

' Das IsothermenbOschel 3**° Grades durch + i nebst Ortht^onal- 
scbaar (Fig. 40) der «-Ebene geht durch Umklappen um die Gerade 
durch Null mit Neigung 45' in ein congnientes Büschel durch + 1 
nebs Orthogonalschaar über; die isotbermiscfae Spiegelung gegen die 
gleichseitige Hyperbel der Z-Ebene, welche der genannten Geraden 
entspricht, verwandelt nach der „ lemniscatischen Geometrie" das 
StrahlenbUschel durch Null nebst concentrischer Kreisschaor in die 
Gonfocaleu Lemniscat«n um die Funkte + 1 nebst ortliogonalem 
gleichseitigem Hyperbelbüschel durch beide Punkte. Folglieb: 

In beiden Ebenen entsprechen sich die genannten confoedien Lem- 
niscaten und orthogonalen Hyperbeln einersHts und die um 90*> ge- 
drehten Isothermen 3"" resp. 4"" Grades durcJi resp. um + i andrerseits. 

Dieses gegenseitige Correspondiren ist in Figur 45 dargestellt. 

Der Vollständigkeit halber sei endlich noch gezeigt, wie sich 
Bualytisth mittels der Bicircularcoordinaten mit den Grundpunkten 
± 1 die Geometrie der f «Ebene in die der Z-Ebeue übertragen 
' läsat. Der Kreis p — ■ c um den Punkt a -{-bi der ersteren und die 
Gerade tp^ y durch diesen Punkt gehen nämlich durch die Abbil- 
dung ^ ^ iTzri) '" Curren Ober, deren Gleichung in Polarcoo^ 
dinaten, die auf den Nullpunkt bezogen sind, lautet: 



/ä - ai'B f «, cm f + 6, Bin f) + «,• + 6,» 



^ 
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aretan ~ — ■ aretan — ^ (-«■■}<, 

J^coif-a, KSeM|-l 

wo 

«i-(fl^,].+J.. ^i~arz:\f+bß' «-«ctanj^ wt. 

Dieae Gteicbungen gehen durch die Abbildung v-^-v- in gleich* 
laateade Ober, nur dusi -^ au Stelle rou jß und ~ X ui Stelle 
TOtt 9 zu setzen ist, wobei die Radü' vectorei von ± 1 ausgehen. 
Die so umgeschriebeaen Gleichungen riud die dei BOacheli und der 
Scbaar PbBcal'scher Schneckenlinien , die dem Strahlenbtttchel 
9> ■— ^ und der Kreisschaar ff ^ e entsprechen, und BWar in Bicir> 
cularcoordinaten mit den Grundpuukten 4: l • 

Die der confocaleu Ellipsen und Hyperbeln lauten z. B, 



\^h'/h 



^+1 



aretan 



^l-^' ..... /I 



% 68. ScUn88b«roerkuiigen. 

Die Methode des § 62 iSsst sich auch auf die allgemeinere 
Function 

V <"* + 6' + * 

anwenden, deren ümkebrung 

_ — (t — 6 < ^) + >*( &— &, ■Z)'— 4 (a — g| '^^' — -*' 



ist. Ans der Zerlegbarkeit des Zählers tind Nenners in je xwei 
Faetoren 1**° Grades ergiebt sich mit Hülfe der coqjugirten Glei- 
chung, dasB den Kreisen um den NoUponkt der Z-Ebene im Wesent- 
lichen Corven ^-^ ^ c entsprechen, ■den Geraden im Wesentlichen 
Corren (9 -|- 9),) — (x-^- zO^f- Aehnliches gilt von den Kreisen 
um andere Punkte. Die Z* Ebene ist wieder aJe zweiblättrig, die 
ff-Ebene als, einblättrig anzunehmen. Die beiden Winduugspunkte 
sind leicht zu bestimmen., indem man die Wurzel gleich Null setzt- 
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Es üt. nicht n&thig, n&her hierauf einzugehen, d« die gebro- 
chenen rationalen Functionen ipftter der allgemeinen Oiicussion un- 
terworfen werden. 

Interesiante Yerwandtidiaften, Aber welche die wicht^[eren Sitze 
leicht ftoi^sprochen werden h&nnen, erhUlt man femer, wenn man 
eine Hfllfaebene mit dem Argumente { den Abbildungen 

«-f(t + |) "»'' •-ri'i+ii) 

unterwirft, so dosa man Ewieohen den beiden Anderen Ebenen die 
Beiiehung _ 

Z _ V ftiii^^-l + __? 1 

aL a ^i + yy^r-ij 

bat. Hierbei entsprechen sich confocale Kegelschnitte mit den 
Brennpuiiktea ± 1. Ist z, B. a reell , so eutaprecbeu sich identische 
Hyperbeln, aber verschiedeiio Ellipsen beider Ebene» , ist a von der 
Form e'" ^ cos « + i sin «, so eDtxprechen -sich identische Ellipsen, 
aber rerecbiedene Hyperbeln. Auch gewisse Systeme Pascal'scher 
Bchneckenlinien entsprechen sich in beiden Ebenen. Man gelang 
also auf diesem Wege zu gewissen b^'ocalen Verwandtschaften. Aehn- 
liebes tritt ein, wenn die {•Ebene der Transformation mittels zweier 
verschiedener gebrochener Functionen 2**° Grades unterworfen wird. 

9 09. Litteratitr. 

1) Die im Anfang des § 60 angegebene Methode lernte Verfasser 
in einer Vorlesung des Herrn Prof. H. A. Schwarz im Jahre 1867 
kennen. Dort wurden auch die Ereisbeziehungen des § 65 ange- 
deutet, jedoch auf anderem Wege. Dasselbe gilt von der entspre- 
chenden Riemann'schen Flache. 

2) Uie confocalen Ellipsen und Hyperbeln bespricht Lam^ in 
g CXVIII 8. 195 der Le^ons sur les coordoim^s curviligues. Paris 
1859. Die elliptischen Coordinaten wurden aber zuerst gegeben von 
Jacobi, Ürelle's Journal, XII, S. 137. Brief an Steiner. 

3) Die Transformationen 

Z_l(f + l) und t-Z-} 

siebe bei Heine, Handbuch der Kugelf unctionen, 1 
düngen derselben an vielen ätelten dieses Werkes. 

4) Zu wichtiger Anwendung kommt die Transformation 

t — Z+j/Z*—l n,>olr 

hei H. A. Schwarz: Motizia sulln rappresentazione confoxme di 
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tm'area ellitica sopra aa'area circolare. Annali di Haniematica para 
ed applicat«. Serie II. T. III. Ebeiuo bei ^ 

Hentschel: Ueber einige confonne Abbildunj^D. Inaugur»!-. 
diesertation, Jena 1871. Derselbe: Conforme Abbildung etc. 1^* 
gramm 1874 des GyrnDasinme Salcwedel. * 

5) HjdrodynamiacheB fiber die confocalen KegelBchnitte siebe 
bei Auerbach: Tbeoretische Hydrodynamik, '8. 39. 

6) Kinematisches über bifocaln Systeme findet sich bei Bur- 
in ester: Ueber das bifocal Teiüuderliche System. Math. Ana. XVI. 

7) Eine Anzahl der hier behandelten Systeme hat A. Gu^bbard 
vxperimeiit«ll wiederKegcboii. Mau vergleiche: Figuration ^lectro- 
chimiqne des ligues equipotentielles sur des portions quelconques 
du plan; Bulletins de la Soci^tä Physiqoe. 1882. 



Neuntes Capitel. 
Ke Abbüdmigen * = if^Z und r = T/'?A"+i; 

nebst ihren Ümkehrongen. 

9 70. Allgemelnps fiber die Abbildangen t — ^ und 
Z-~e' bei ganzen, posiÜTen, reellen Exponenten. 

I Der Zusammenhang beider Ebenen ist schon in § 4 und 5 er-' 

läutert vorden. Die Z-Ebene ist als n-blättrig mit dem Nnllpnulcte 
I als Windungspnnkt (» — 1)*" Ordnung za denken, durch dessen 
i Umkreisen man ohne Sprung von einem Blatte aus in die anderen 
gelangen kann. Jeder Sectop^— der jr-Ebene entspricht einem sol- 
chen Blatte. Durch Figur 7 wurde die ^-Ebene fflr den Fall » « 2 
Tersinnlicht. Figur 4£a. giebt in gleicher Weise das Schema der 
7- Ebene f^r den Fall n — 3, während 46b. die entsprechenden 
Sectoren der ^- Ebene darstellt. Eine beliebige Linie, die vom 
IfuUpunkte der Z-Ebene aus, ohne sich selbst zu schneiden, nach 
dem unendlichen Bereiche gezogen wird, kann als Grenze der ein- 
selneo Blätter aufgefasst werden. Bei der üeberschreitung dieses 
„VeritceiguiigsscJimtUs " gelaugt ein wauderuder Punkt stets ohne 
Dnstetigkeit in ein anderes Blatt. Nach n Umgängen um den Win- 
dnngspunkt muas man aber in das erste Blatt zurückgelangen, und 
dieser Umstand ist es, der den gezeichneten Modellen eine Unwahr- 
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•cheinliohkeit giebt. Das n'* Blatt n&mlieh mius die übrigen mit; 
Ananahme dea eriten durebkreuMn , ohne mit ihnen im Zusammen'' 
hange t» üehen, uod aich ao mit dem eriten rereinigen, Aq 
Figur 46b, wo der Bequemlichkeit halber der Verxweignngaechnitti 
in die positive reelle Axe gelegt ist, wird man aich dieae Porderungl 
leicht klar machen. ! 

Der Nullpunkt ist der eine E!ndpunkt dea Venweigungsschuittea, | 
in ihm hüngen alao alle Blätter suaammen, genau so, wie in der 1 
«•Ebene alle Sectoren eich im Nullpunkte vereinigen. Dies versinn- \ 
licht den Umstand, dawi f/1? !ür Z^O eindeutif^ ist i 

Passlrt ein wondonulor Punkt den Nullpunkt dpr ^-Ebene, au 
kann er die Wanderung iu einem beliebigen der n Blätter ohne 1 
Unstetigkeit fortsetzen. Donkt man sich den Weg in allen Blättern I 
zugleich fortgesetzt, alao in n Zweige gegabelt, so entsprechen den I 
letzteren n Wege in der «-Ebene, die unter gleichen Winkeln ~ j 
aufeinander folgen. Der Name Verzweignugspnnkt für den erst- 
genannten Funkt ist also durchaus sweckmäasig. 

Nimmt man nur einen unendlichen Punkt als vorbanden au, so 
müssen auch in diesem, als dem zweiten Endpunkte des Verzwei- 
gungBscbnittes, alle Blätter zusammenhängen. Er verhält sich also 
ebenso, wie der Nallpolikt. 

Man hat nun „wirHieh geschtossene" und nur ^tcheinlxw ge- 
schlossene" Curven in der Z- Ebene zu unterscheiden. Jede in eich 
zurücklaufende Curve ist wirklich geschlossen, wenn sie den Null- 
punkt entweder gar nicht, oder «mal umschliesst. Dann ist auch 
ihre Abbildung in der «-Ebene geschlossen. In jedem andern Falle 
ist der Schluss nur ein scheinbarer, wie man sofort an der eutspre- 
chenden Curve der «-Ebene erkennt, deren Anfangs- und Endpunkt 
in verschiedenen Sectoren liegen. 

Jedes Umkreisen dea Nullpunktes ist zugleich ein Umkreisen 
des unendlichen Punktes im entgegengesetzten Sinne; denn hat man 
den ersteren bei der Wanderang zur Linken, ao bat man den andern 
zur Rechten. Man veranschaulicht sich dies bequem, indem man 
die Ebene wieder als unendlich grosse Kugel betrachtet, auf welcher 
der unendliche Punkt der Antipode des Nullpunktes ist. 

Dieae elementaren Betrachtungen geben die einfachste Einftlh- 
rung in die Riemannn'sche Darstellungsweiae, die mit den später 
zu untersuchenden Functionen an Schwierigkeit zunimmt. 

Aus Z •» «" oder R (coa O + ^ sin 4>) — r' (cos nq» + i sin ntp) 
folgt zunächst 

1) ü — r-, « = »91, <>"^ 
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WO Jt die WeiÜie' von bis n — 1 annebmen kaDn. Diese Viel- 
deutigkeit ist ichon in § 5 erörtert worden. Sieht man Von dem 
Zosatze — - ab, to entapreehen neb in beiden Ebenen die Curven 
3) f{Jt, «) — und fir' , n^) » 0, 

■*) f{y^, *) — und f{rip) — 0. 

Dau Kreise Ji ■» c und r* ^ e oder r «■ f^ dasi femer Gerade 
^ ^y und ntp ^ y oder 9> ^ -'—- — ^ sich entsprechen, ist setbst- 
veratiludlich. Jeder Pimkt der «-Ubene kann demaUar in die ^Ebene 
flbertr^en Verden, während daa Umgekehrte nnr in gewissen 8pe- 
eialfäUen mit Zirkel und Lineal durcbgefOhrt werden kann. Daraus ' 
wird sich ein ganz TerschieJeuea Verhalten der sich entsprechenden 
Carveo Systeme ergeben. 

Die Verwandtschaft beider Ebenen ist eine isogonale. Die Con- 
formität wird nur im Nullpunkte und im nneudlichen Punkte beider 
gestört, denn dort wird der Differentialquotieut 

^'■M «r"-* ■— »r"-' [cos (« — 1)9> + t sin (n — 1)9>] 

Nnll resp. unendlich gross, d. h. das Vergr&sserungSTerhältniBS wird 
Terschwindend klein resp. unendlich gross. Ffir die übrigen Punkte 
ist nr"~* der Vergi^Gserungsfactor. Die Abweichung (n — 1) 9) 
giebt die Verdrehong entsprechender Linienelemente beider Ebenen 
gegen einander an. VergL § 39. 

§ 71. Den Geraden der Z-Ebene eoteprechen regnlftre 
Hyperbeln «'"■ Ordnung. 

Zar Unt«rsucbiing der Gurren, welche den Geraden der J?-Ebene 
entsprechen, werde der in § 42 angegebene Weg eingeschlagen. 
Die Gleichung der Geraden, die von dem Punkte o -|- &■ der Z-Ebene 
in der iUchtung y ausgeht, ist 

sie ISsst sich also schreiben: 

. T-b 1 , X—a+HT—b) 1 , <X+Yi)- (tt4-bi) 
y - arc tan ^^ - ^. lg ^.^I^y rr^'-g; Ig j^gl ygl \„ZU ' 

Durch die Abbildung 2 -f- yt ■■ p'X-j- Ti geht sie Aber in: 
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-Ji{ig((«+y.)--(fl+iO}-igK«-yO--(«-60]l-y- 

J«der der AnadrOcke (x + yt)" — (a + &*) laut sich bei gansem, 
positiTeD, reellen n in ein Prodact von n Fsctoren von der Form 
s ± yt — y'a^bin serlegen, wobei bduuintlich 

., ,, r arctan-+2«« Motim-+2i«n 

P'a±bH—'p'a^T^\im J ±iBin ^ J 

Der Bruch in Qleichung 5} zerlegt sich also in ein Prodact Ton 
» BrOchen, deren Zithler uud Neuner bei geeigneter Anordnung ooo- 
jugirt sind, so dass man, indem zugleich statt des Logarithmus des 
Producta die Summe der Logarithmen gesetzt wird, Folgendes erhält: 



2^'" 



^+vi-y«+bi. 



x-yi-Va-bi, 

■c, T[«+w-?'M^wr-(«-y'"-^*»-«.)J 

— ^ arctan ■ - ■ — ■ — - 

der endlich 

arctan — + 2 x « 

■ä y-^a' + ft*-«« = 

6) 2j *"**" 



,^ arctan [- 2xä 

X- /a»+6»CM ^ 

Diese Gleichung läset sich in überraschend einfacher Weise geome- 
trisch deuten. Verbindet nun nämlich iigend einen Punkt x -f- yi 
mit den » durch ya -|- hi repräsentirten Punkten, so bilden die 
Verbindungslinien mit der reellen Axe Winkel 9>,, ^,, ... 9., fDr 
welche 

1«, arctan \-2xx 



f ■ . arctan — + 2 « « 



so dass man statt Gleichung 6) auch schreiben kann 

7) 9'l + 9'I^ 9- — y- 

Daa Resultat ist folgendes: CjooqIc 
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Die darcJi den Ptfnitf a-\-hi ffdtMde Gerade, wache mü der 
jposUiven reellen Axe den WitAd y bäd^, geht durch die AhbUdw^ 
X + yt >* yx + Yi, wo n positiv, gata «nd reeJi ist, in. die Curve 
9*1 *i~ Vi + ' ' * H- T** ^ y ü^> t^hei die tp die Winket sind, tcdehe 
the von den Fwikten }/a-\-hi ausgehenden Radii vectores jedes 
(JurvenputiMes mit der positiven reeUen Axe hUden. 

Die so_ de&nirten Cnrren nannte der VerfMser in seiner Ab- 
liandlang Gber die vorliegeutle Abbildung im ä3. Bande des Crall«'- 
schen Journals Hyperbeln »"^ Ordnung, da sie für n ^ 2 in gleich- 
seitige Hyperbeln Qbergehen nnd vielfache Anal(^en mit denselben 
liabeii. Da jedoch »päter noch «ine Erweiterung des Begriffs ein- 
tritt, mdgeu sie, da die Ausgangspunkte ihrer Radti vectores ein 
r^elmässiges Polygon bilden, als reguläre Hyperhdn »*"' Ordnung 
bezeichnet werden. 

Die -Gleichungen 5) nnd 6) sind vollständig identisch. Die linke 
Seite von Gleichung 6) ist also der von i befreite imaginäre Theil 
der Function complexen Arguments 

«« + !(•■)- lg 1(« + »0 (» + ")] 

und muss als solcher der Oifferentialgleichaug 

genügen. 

Uebrigens lässt sich etatt der Gleichung 6) noch eine andere 
substitoiren , aus der allerdings die geometrische Eigenschaft 7) nicht 
erkannt werden kann. Die Gleichung der behandelten Geraden lautet 
nämlich in Polarcoordinaten 

Bwn* — fc , 

Jfco»*-a - **"?'' - 

sie geht also durch unsere TransformatioD Ober in 

Q\ r"iin nm — b , 

8) -; ^ tan y. 

r"coaNq> — o 

Dies ist die Gleichung der Byperbeln n*" Ordnung in Polarcoor* 

dinateo. In der Gestalt 

(a:' + y*) * ■ lin ( n arctan *■ ) — 6 
9) arctan — ~ — ;;— ^^ ^<^ — y 

(X* 4- tf '} * ■ «>» ( « »rctan ■*■ j — a ■ 

ist sie identisch mit Gleichung 6) und ihre linke Seite mnss also 
gleichfalls der partiellen Differentialgleichung genttgen. 

Nimmt y die Werthe emer arithmetischea Eleiihfl^an,. s^.entsteht 
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dos isothermis^ Bäsekel der gleushteitigen Hyperbd» n" Ordmng, 
welobei darch die Abbildung 

z- Ig [,■-(« + 10] 

in die ParallelenBcbasr Y^y Qbergeht. 

In Figur 47 atellen die asymptotiBchen Ctirren die Hyperbeln 
4'" Ordnung dar. Dieses Bpeoielle System wurde zuerst von Haton 
de U Gonpilli^re in dessen „Memoire sar nne iioavelle tbäorie : 
gän^rale des lignes igothermes et du potential cylindrique', 38. Heft \ 
des Joaruuls de i'EcoIe Polytechnique , gezeichnet Cnserer Zeich- ' 
nung ist die dortige eu Grunde gelegt, jedoch stellten sich mehr- 
fache Modificationen als nothwendig heraus. Es handelt sich um 
einen der Fülle, die elementar durchconstruirt werden kSnnen, Ala 
Grenscurve ist der .Vergleichung halber ein Kreis gezeichnet Die 
Figur ist leicht elektrodynamisch zu deuten. 

§ 73. Den Kreisen der ^- Ebene entsprechen regnlBre 
Lemuiseaten n'" Ordnung. 

Die Gleichung des Kreises p —i c um den Punkt a + &t der 
^'Ebene l&sat sich schreiben 

[Z + Ti — (o + bi)] .[X-Yi-{a- bi)] — c», 
sie geht also durch unsere Abbildung über in 

[(« + 1/0" - (« + m • [(» - y»)" - (ö - bi)] - c, 

oder, wenn jede Klammer in ihre n Factoren zerlegt wird, in 

WO die WurzelausdrOcke dieselbe Bedeuliung, wie in § 71 haben, 
und zu zweien conjugirt sind, so doss man n reelle Factoren zweiten 
Grades erhält, nämlich 



9) 



nr/ ,., «rclan — + 2««vi 



(,, arclan — -I- zxÄviT 
Ü-V^ »■•«in ^ ) J— »»■ 

Hier stellt jeder Factor daa Quadrat der EotfernuDg jedes Punktes 
X -^- j/i TOD emeiil der durch ya +'6i reprSseuürten Punkte dar. 

Bezeichnet man diese Entferuuugen mit p^, p^ i P. > so erh£lt 

man nach Ausziehuug der Quadratwurzel als Gleichung der Curve 

10) p,.p,....p.— c. 
Also: ,,.- 



12) 
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Die vorliegende Alibüdung verwandt de» Kreis p^-etma-^bi 
m die Curve Pi-p, . . . •p»^^e, deren Badü veetores von den Rmktat 
Ya + 6» aasgäxn. 

Da diese Cniren fOr ft — > 3 Lemiiiscat«a (Cassiui-GDrvea) wer- 
den, ihre Radii veetores aber von den Ecken eines regulären P0I7- 
goofl attsgeKen, so worden ne rom Verfasser alt regviäre Lemnis- 
eatm hiSIterer Ordnung bezeichnet. 

Nicht in der Form 9), sondern in der Form 

») tI'K [(»+»«"- («+»i)] + lg[(»-»0"-(»-»0]t-«l. 
also, reell gescbrieben 

1 ,„"ttT/' , UTtni,A+2,,Y 

' 11 \\x-r^f+T^'.«- — v^ — ; 

+ \y-^a'+V.«n \ ) ]-'" 

WO e, s= Ige- ist, genügt die linke Seite der Differentialgleichung 

da sie als reeller Tbeil der Function 

/•(i + yi) - lg [d + ,()•- (a + »Ol 
tu betrachten ist. 

Durch die Abbildung X+Zi — lg I(« + yt)" — la + &0] kann 
man dieses isothennische Gurfensystem in das System der parallelen 
Geradeia Y ^ e^ verwandeln. Ils handelt sich selbstverständlich um 
die Orthogonal curren der regulären Hyperbeln h'" Ordnung. 

Auch die Gleichung dieses Systems lässb sich in einfacherer 
Gestalt schreiben, indem man Polarcoordinaten anwendet. Die Ereis- 
gleicbnng lautet dann: 

Ä* — 2Ä [o cos * — 6 sin «1 + a» + 6» — c» 
und geht durch die Abbildang fiber in die Carvengleichung • 
IS) r»" - 2r"[o cos {ntp) — 6 sin («v)] + o» + 6* — c». 
Sehreibt man diese wieder in der Form 

14) jlg[c«»+y')- -2(3:» + yV . |aooe(i»arct»n j)+6ein («arotftn|)j 

so ist sie mit Gleichung 12) identisch und genflgt wieder der Diffe- 
rentialgleichung ^17— 0. ö" 
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In Figur 47 und die gMcUoMeaen OorT«ii r^nUre Jjemnit- 
eaten 4*** Ordnung. 

Dbm Qesammtreiultst der 9 71 mul 72 IKsat aioh dahin ta- 
sammenfusen: 

Bei den AhhUdvngtn Z ^m' und » — y^ ent^preehen »eh in 
beiden Ebenen die Onrvenaehaaren 

/■(P,»)-0 und fl(l>,.p,...l..). (*i+*t + --- + *-)]-0, 
VK^ die Polareoordinaten P und 8 auf de» PutM a + hi der 
Ü-Ebene, die kmniacatis^en Coordinaten auf die Futiktgn^x 
\/a -|- bi betogen sind. 

Sind femer CurTengruppen der Z-Sbene in lemniscatiachen 
Coordinaten f»*" Urdnung, bezogen aaf die Punkte y'a + &*t ge- 
geben , so entsprechen ihnen in der i-Ebene Currengruppen in lem- 
niscatiachen Coordinateu m.M*"' Ordnung, bezogen auf die Punkte 
f/a -f- bi. iSa geh&ren also auch folgende Gleichungen zusammen: 

/■[(P,P, .... P,), (ö, + »,+ ... + ö„)] - 0, und 

f[{p, .p, . . . . p„.), (*,+*, + ... + *„)] - 0. 

)t 79. Wichtiger« ElgeiiBchafteu der Hyperbeln n** Ordnang; 
dte orthogonalen Uyperbelscluuireii n*" Ordnung. 

1) Entspricht die Hyperbel n'" Ordnung der Geraden X ^a 
oder M coi 4> ^ a, oder der Linie y «■ ^ durch den Punkt a, ao 
lautet ihre Gleichung 

a) r-ooiny — o, 
oder 

b) 9>i + Vi H \-V» — y, 

wobei die Radii vectorea von den Punkten yä ausgehen. 



die Neigungswinkel der Asymptoten fQr die m congruenten Curven- 
arme. Es sind n durch das Centrum (den Nullpunkt) gehende 
Synimetrie-Aien vorhanden, die unter gleichen Winkeln aufeinander 
folgen und bei-ungeradem n sämmtlich, bei geradem n zur Hälft« 
durch die Scheitelpunkte der Ourve geben. 

8) Fflr «p ^ -^ ergiebt sich r -'p'a, wodurch die Entfernung 
der Scheit«tpankt« vom Centrum bestimmt ist. 

4) ^ cos (0 — «) — a ist die Polargleiohung der allgemeinen 
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Geraden, wobei a ihre Entferoung vom Nnllpunlrte bedeutat. Die 
entsprechende Hyperbel n'" Ordnang hat die Qleichung 



c) r" cos n (tp — — j — a 



Sie ist g^en die Hyperbel a) nm den Wickel -^ gfldreht und mit 
ihr offenbar congrnect. TarÜrt hingegen der Parameter a, so wer- 
den die Ciuren ähnlich. 

5) Wie sich die Gerade als £reia betrachten lilsst, dessen Gen- 
tmm im Unendlichen liegt, so lässt sich die Hyperbel »"■ Ordnung 
als Lemniscate n"^ Ordnung betrachten, deren Brennpunkte im Un- 
endlichen liegen. 

6) Geben p und q von zwei festen Paukten a -{- bi und a, -|- &,* 
ans, 80 ist der durch p^q dargestellte geometrische Ort eine Ge- 
rade. Folglich: Die Gleichung 

d) Pi-J>t- ■•i»- — äi •«»■••««. 

wo die p von der Punktgmppe y'a^-bi, die q Ton der Punkt- 
gnippe p'of -i-bfi aasgehen, stellt eine Hyperbel »*" Ordnung dar. 
In Worten: 

Verbindet man einen l'unkt mit den Eckpunkten tweier coneen- 
trischer regelmässiger l'olggone gleieJter Seiteniahl, die bdieb^ gegen 
eitiattder verdreht shuJ, und bewegt er sich so, dass das Product der 
eine» StrahUngruppe stets gleich dem der andern ist, so beschreibt er 
eine Hyperbel «'"" Ordnung. 

7) Ist dabei der l'unkt a -}- bi Nullputikt^ so g^t die Qldehung 
Ober in , 

e) P"— Jiäf Sm 

was ebenfalls leicht geometrisch su deuten ist und fdr » -■ 2 eine 
bekannte Brennpunktseigenschaft der gleichseitigen Hyperbel giebt. 
Da sich aber jede Gerade in solcher Weise schreiben liUat, so l&sst 
sich jede Hyperbel n'" Ordnung dorch eine Gleichung von der Form e) 
darstellen, wo die ;i vom Nullpunkte, die q ron den Punkten 
/a, + ii i ansgehcd. 

8) -Hierbei ist nun a, + ^i* ^«1* Spiegtipunkt deB NuVpunkte$ 
gegen die Gerade. Deshalb sollen die entsprechenden Punkte 
j^a, 4- ^i » ^e Brennpunkte der Hyperbel n'" Ordnung genannt wer- 
den. Die Geraden vom Centrum nach den Scheitelpunkten gehen 
demnach durch die Brennpunkte. FQr » ■« 2 stinunt. die Definition 
mit der gewöhnlichen Brennpunktdefiuition flberein, woraus sich 
interessante Analogien mit der gleichseitigen Hyperbel^ ergeben. 
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9) Die Brem^unkte der BgperM n" Ordnung r* cm »9 — a 
teeräen dargesl^ tfurcA y^, 

10} Eise gleichseitige Hyperbel mit den Brennpiuiktea yÖ werde 
der TranaformatioQ » ^ f^ uaterworfen. Dadarch geht sie Ober 
in eine HTperbel 2»'" Ordnimg mit den durch /ä dargestellten 
Brenupunkt«!] , die abwechselnd den beiden Brennpunkten der ersten 
Gurve entsprechen. Die Kocalgleichung der erstereo ist aber 

p^q — e, 
wobei c — ya{2 — }/2) ist. Folglich: 

Die Uyperbel 2»'" Ordnung mit den Brennpunkten ^o bat 
die Focaleigenschaft 

f) p, .pj : . -p.-j, . j, . . . q,~l/^(2-y2), 

wobei die p and q Radii vetitores sind, die ron den Brennpunkten 
ausgehen und abwechselnd auf einander folgen. 

11) Dreht eich eine Gerade um einen ihrer Punkte, so bew^ 
sich das Spiegelbild des Nullpunktes auf einem Kreise um jenen 
Punkt und durch den Nullpunkt. Folglich: 

Die Drennpunkie aUer durch eine Pvnh^ruppe ^o + Fl gehen- 
<icn Hperheln n'"' Ordnung liegen auf einer Lemniseate n*" Ordnung^ 
deren Arme sich im Nullpunkte treffen. 

12) Schneiden sich zwei Gerade unter dem Winkel a, so gilt 
dasselbe von den durch den Nullpunkt gehenden Normalen. Folglich: 

Schneiden sie/* zwei Hyperbeln n'" Ordnung desselben Cenlrums 
rinmaluntcr dem Winkel a, so schneiden sie sich im Ganxen n-nuil 
mitcr detnsclben Winkel, und die Systeme ihrer Hauptaxen sind um 
dm Winkel - gegen einander gedreht. 

13) Dem System paralleler Geraden X — a entspricht ein Sy- 
stem von Hyperbeln n**' Ordnung r" cos »7 ^ a, die einander nicht 
schneiden und deren Asymptoten zusammenfallen. Dasselbe gilt vom 
System r" cos f 91 — -^) « a . Eine solche Currengruppe soll als 

„Schaar der Hyperbeln n'^ Ordnung" bezeichnet werden, wogegen 
die dnreh Gleichung 7) und 9) des § 71 charnkterisirte Gruppe 
«BäscAel der Syperbeln n*^ Ordnung" heissen soll. Fig. 28 nnd 29 
stellen den Fall n — 2 dar. 

14) Die gleichwinkligen isogonalen Tn^ectorien der Ffjtallelen- 
schaar, z. B, ihre Orthogonalen, sind wiederum eine Parallelen^ 
Bchaar. Folglich: Die gleichwinkligen isogonalen Tr^ectorien der 

^lyperbelachaar n^' Ordnung bilden wiederum . c-in^ splch.« S<^iaar. 



lat die Gleichung der einen Qrnppe r" cos n ( q» — ~\ ^ a, M hat 
z. B. die OrÜiogonalschfiar die Gleishang r" ein n [ 9> — -^ j — a. 

15) Folgen die Parameter jeder der beiden leisten Schaaren in 
arithmetischer Reihe anf einander, bo wird die Bbene in ein System 
rechtwinkliger Flächenräume eingetheüt, die mit suaehmender Klein- 
brit der Aehnlichkeit zustreben. Ist die constante Di£FereDE in beiden 
Reiben dieselbe, so entspriclit dies der Eintbeilung in ^iQuadrate", 
die Eckpunkte eines solchen Netzes liegen auf zwei Schaaren von 
Hyperbeln n'" Ordnung. 

IG) Die Hyperbelschaar »'" Ordnung 
r" coa »9) ^ a 
lÜBst sich auch achreiben * 

g) (** + ?') ' cos « . aretan -Ä. _ 0, 

oder, wie man mit Hilfe der Polarcoordinaten leicht teigeu kann, 

h) <£±.y»llHli* -LÜil" ^ a . 

Die lifi^ Seite der Glcicliuti^ g) üf also der reelU 2%eä der JPtmeMon 
eoniplexett Arguments f{x -j- yi) ^ (x + yi)" und muss aJa aaleher 
der DifferetitialgUiilmng du •» genügen. Es handelt sich demnach 
um ein lsothermensyst«m, welches, wie selbstrerständlich war, durch 
die Abbildung X-\- Yi-^{x ■\- yi)' in das System der Geraden 
X^a übergeht 

17) Denkt man sich also in wärmeleitender Ebene twei Hyper' 
hdn n'*' Ordnung derfie(6en Schaar auf constanten Temperaturen er' 
halten, 90 sind nach dem Eintreten des stationären Zustandes die 
Linien constauter Temperatur sämnUlich Hyperbeln n"' Ordnut^ der- 
seBteti ScJiaar. Eine der ersten Curren kann man in den unend- 
lichen Bereich Terlegen, wodurch Nichts geändert wird. Geht dann 
noch die andere durch den Nullpunkt, so dass sie in zwei sich unter 
dem Winkel — schneidende Gerade übergeht, so ist das isothermische 
Problem für den Kaum zwischen den Schenkeln dieses Winkels ge-. 
lost. Also auch hier bilden die Isothermen eine Hyperbelechaar 
n'" Ordnung. 

Statt zweier Hyperbeln der Schaar kann man auch solche des 
Büschels nehmen, wobei die übrigen Individuen des Büschels als 
Isothemjen auftreten. Weldie Linien in beiden Fällen die Str5- 
mungecurren der Wärme werden, ist leicht zu sagen. 

Die entsprechenden hydrodynamischen und elektrodynamischen 
Deutungen bleiben dem Leser überlassen. 
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Durch die Punlcte j/a + bi und j^o, + 6, i Uisst sieh ein Lern- 
niaeatenbäachel n"'' Oränvng legen, ledehes seine Sretmpunkte stets 
auf einer Hyperbel n"' Ordnung hat. Die Orthogonalsdiaar besiAt 
aus Lemniscaten n'" Ordnung, deren -Brennput^cte gleichfaUs auf 
einer Syperbel n'" Ordnung liegen. Jede der genannten Hyperbeln 
gehört sur andern Sdtaar. Beide Schaaren sind isothermiscke Cur- 
vensgsteme. 

9) Dfts genannte Kreisbüschel hat die Gleichung f» — Z'")''' 
die orthogonale Kreisschaar tlie Gteichuug -^ —> c Folglich: 

Die Gleichungen 
e) (Vi + Vi + ■ ■ ■ + V-) — (Xi + Zi + • • • + X') — r> 

' 9i ■ ft ■ . . 9- ' 

wobei die Badü vedores von den PweMgruppen pa + fc» und 
f^a, -j- bii ausgehe», stellen ein Lemniscatenbäschd und die Ortho- 
gontdseltaar vo» Lemrtiscaten n'-" Ordnung dar. ■ In Worten: 

Verbindet man die Ecken eweier concentriseher r^lmössiger 
Polygone gleicher Seitenxahl, die beliebig gegen einander vergeht 
sind, mit einem beweglichen Pun^ und bewegt sich derselbe so, dasi 
das Produet der einen Strahlengruppe, dividirt durch das der andern, 
einen constanten Werth giebt, so bewegt er sich auf einem Indivi- 
duum der Lemniscatcnschaar w'"" Ordnung. Bewegt er sich aber so, 
dass die Winkelsumme der einen Straldengruppe , vermindert um die 
der andern, Constantes giebt, so beschreibt er ein Individuum des 
Lemniscatenbüschels «"^ Ordnung. För den Fall n ^ 3 sind beide 
Oarvengruppen durch Fig. 48 veranschaulicht. Der Figur wurde 
eine der von Herrn Gu^bbard fiberlassenen Platten zu Grunde 
gelegt, auf welcher die Spannangscurven auf elektrochemischem 
Wege fixirt waren. Man wird erkennen, dass man sich mit HDlfe 
der experimentellen Methode sehr leicbt über den allgemeinen Cha- 
rakter der fraglichen Currensysteme orientiren kann. Bei einiger 
Uebung gelingt es schnell, die Stromlinien orthogonal einzuseich' 
nen und so eine Skizze des isotbermischen Netzes zu erhalten. 

10) Concentrirt sich die eine Punkt^ruppe in den Nullpauktt 
ist also z. B. a -{- bi *=•• 0, so lauten die Gleichungen: 

8) « ■ V — (Zi + Z) + • ■ ■ + Z-) — y> 

h) ^^' c. 

Auch diese sind leicbt in Worte zu kleiden. ,- i 

■■'-'Oggic 
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11) Die iaogOQBlen Trajectorien der Curven e) and f) haben 
die Gleichtmg 



12) Die ist^onalen Trajectorien der CnrreD g) und h) haben 
die Gleicbimg 

k) ^ 



.■♦-(j.+z.+ -..+zp 



13) Transfonnation mittels reciproker &adii vectores vom Null- 
pimkte ans (isothermische Spiegelung gegen einen Kreia r ^ e am 
den Nullpunkt) verwandelt jedes KreisbQscbel durch awei Punkte 
wiederum in ein solches, die Orthogonalschaiur des ersteren in die 
des iweiten. Folglich: 

Dieselbe Transformation verwandelt ein Säsdtel von Lemnisca- 
fcn «"^ Ordnu7>g durch die Puhktffrvppcn f^a + bi und ^a, -f- ti » 
mederum in ein solches durch die reciprokcn Punkte 

und - 



die OrtItogonatscJiaar der ersten Schaar geht dabei in die der fweHen 
v&er. Ist einer der Punkte, z. B. a -{- bi, der Nullpunkt, so erhält 
man durch diese Transformation ein Büschel von Hyperbeln «**■ 
Ordnung und die Orthogonalschaar coufocaler Lemniscaten. Die 
isogonalen Trajectorien behalten gleichfalls ihren Charakter stets bei. 

14) Ohne Schwierigkeit lüsst sich, wie oben, auch hier stets 
die Function enuittelu, welche die genanntoii Curvenschooren in 
ein System paralleler Geraden X -=• c verwandelt. Daraus ergiebt 
sich die Gleichung jeder Schaar in rechtwinkligen Coordinaten so, 
dass ihre linke Seite der Gleichung A u — gentigt. 
' 15) Unter den gelösten Wärmeaufgaben seien folgende genannt : 

Werden in der Ebene zwei Individua der Schaar f) auf con- 
$Uinlen Temperaturen erhalten, so sind nach dem Eintreten des sta- 
tionären Zustandes die daewiscJien liegenden Curven derselben Scitaar 
Isothermen. I^egt man den Punkt a -^hi ins Unendliche, so bat 
man die Lösung des Problems für confooale Iiemniscaten »*" Ord- 
nung. Eine von denselben kann man, indem miui das Product 
gleich Null setzt, in die n-Eckpunkte eines regulüreo Polygons 
verwandeln, die andere, indem man «las Prodnct gleich oo setz^ in 
den unendlichen Bereich verlegen. Aach dieser letzte Fall ist leicht 
zu deuten. Endlich ist noch der Fall gelöst, wo die EIckpunkte 
eines regulären Polygons auf constanter Temperatur gehalten wer- 
den, während die eines regulären Polygons gleicher Seitenzahl, 
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welches gfigeu das erste verdreht, aber mit ihm concentriaeh ist, | 
eine uidere conatante Temperatur beibehalten. | 

16} Da« Enteprechende gilt von den SponnuagBcarTen und 
-Stromlinien, welche auftreten, wenn man die Elektricität durch ; 
punktförmige Elektroden, die in den Eckpunkten eines regelmässigen 
Polygons liegen, eintreten läast, während sie durch ebensolche Elektro- 
den ubgeleitet wird, die ein reguläres, zum vorigen concentrischea, 
jedoch beliebig gegen dasselbe verdrehtes Polygoo bilden. Einige Spe- ' 
ciattalle sind in der citirten Dissertation des Herrn Uildebrandt | 
und in den Abhandlungen des Herrn Dr. A. Qu^bhardt in den \ 
Comptes Rendus von 1881/82, im Electricien von 1881/82 und in i 
den Bulletins de la Societe de PhyBique von 1882 durch Zeich- j 
nungen dargestellt Besonders das der letzten Arbeit beigegebene i 
„tableuu synoptique" eutbUIt einige interessante Fälle. 

9 7&. Aiidcutuiigoii (Iber weitere CollHeiitienzeii ftlr die 
CieoHielrie der Ebeue. 

Wie aus der Geometrie der Geraden und des Kreises die lern- 
niscatiache Geometrie »>■' Ordnung abzuleiten ist, daräber ver- 
gleiche man Capitel VI und die Abbandlang im 21. Bande der 
Zeitschrift für Mathem. und Physik, wo stets an Stelle des Fallet 
» BH 2 der allgemeinere vorliegende zu setzen ist. Gleichen Strecken 
entsprechen correspondirende Hyperbelbogen, cougrueuten Gebilden 
correspondireude , ähnlichen Gebilden solche, die sich aus corre- 
spoudirenden nach dem Theilungspriucip der lemniscatischen Geo- 
metrie ableiten lassen. Auch die neuere Geometrie linJei ihre 
Uebertragung, so erhalten z. B, die Doppel Verhältnisse 
iu(y-«) _ »m(»-fi) 

-p """ 81 

die analogen Formen 
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KUnmtlicbe ^tze der Kreisverwandtschaft gehen iu die ent- 
sprechenden der lemniacatiselien Vertvandtselu^ n*^ Ordnutig Ober, 
welche sich stets durch eine Function von der Form 



r eZ'+d 



Tenuitteln lässt, was bei der KreiiTerwondtBchaft darcb e •— *^T> , 
geleistet wird. Wie sich ferner jede Kreiaverwandtschafl durch eine 
Trattrformaiioit mittels reciproker lladii vedorea gegm «tnen 6e- 
äimmten Kreis erseieen lässt, so reductrt sieh die lemnisoatiache Ver- 
trandtscltaß n'" Onbiutig auf die isoOtermische Spiegelung gegen eine 
bestimmte Lemniscate mit dem }^idlpHulie aJs Centrum. 

Diese VerwBDJtschaft ist uocb einer weiteren Verallgemeiue- 
luug fällig, da zwei £beiiet) auch bo aufeinander bezogen werden 
kSnnen, dass jeder Lemniscate n*" Ordnung der einen mit einem 
bestimmten Punkte als Centrum eine solche m*" Ordnung der 
audern mit einem begtimmten [*uukte aU Ceutrum entspricht. Diese 
Beziehuug wird vermittelt durch die Function 



'"+fm^- 



Durch dieselbe wird z. B. auch das Innere einer Lemniscate »*■' 
Urdnuug so auf das Innere oder Aeussere einer solchen Curve t)i**' 
Ordnung confurm abgebildet, dass die Brennpunkte der einen einem 
willkürliclien Punktsystem p'a^ ßi innerhalb, resp. ausserhalb der 
andern entsprechen. 

Zahlreiche Abbildungsaufgaben laasea sich sofort synthetisch 
I5sen. Z. B. wird die Aufgabe, den von zwei Lemniscaten n*** 
Ordnung des Büschels und zweien der Orthogonalschaar begrenzten 
Flüchenraum auf das Innere des Einheitskreises abzubilden, durch 
eine Function von folgender Form gelöst:*) 



i+ ./ir..i- ^[, + ig^] 



mod n. 



Nicht ohne Interesse sind die Uebertragui^en der Steiner'; 
scheu Scfalieesucgsprobleme, von denen eines auf eine Fläche fllhrt, 
welche die Dupiu'sche Qyclide als Specialfall entl^t. — 

Um auch die Abbildung a: + ff» ~ (-^ + ^*) ' ftlr » gw», 
positiT und reell zu erledigen, hat man nur die Bemerkong nSthig, 
daaa die Transformation mittels reciproker Badü vectores Kreise 



*) Hienn üt du Capit«! flbw die Abbildnng mittel* der elliptiMhen 
Function Z^tinaiat (mod % poutiT reell und < 1) m vergleichen. 



• 7ft. Weiten ConaeqoeiiHa tBr dl» Geometrie der Ebene. 183 

in Kreiae, folglich jedet cum Nullpunkt gehörige Lemniicaten- 
lyitem gleichfalla in ein lolches verwandelt, und zwar geht das 
Bfltcbel durch a -f- &* *>nd a, -}- &,j Über in daa durch 

und ' 



gebende, wenn 1 der Radiu« des spiegelnden Kreises ist. Da die 
KreisverwBudtschaft TuUsUindig durchfQhrbar ist, so ist es auch 

die Verwandtschaft » -{- yi ^ (X -(- Yi) " fDr ganzes, positives, 
reelles ». 

Die Abbildung »^ Z* für gaoEea, positives und reelles n ver- 
wandelt Gerade und Kreise in Gurren, deren Polargleicbungen sich 
von denen der LemniBcaten und Hyperbeln »*" Ordnung nur da- 
durch unterscheiden, dass —^ an Stelle von n eu setzen ist. Sie 
sind von geringerem Interesse, da die Focaleigenschaften nicht er- 
halten bleiben und da sie im Al^meinen mehrerer ßiemann'-' 
scher Blütter bedürfen. Der Fall » >* 2 verwandelt, wie achon ge- 
zeigt wurde, orthogonale Parallelenschaareu in orthogonale Schaareu 
von Parabeln mit dem Nullpunkte als Brennpunkt und gewisse 
gleichseitige Hyperbeln iu Gerade, Kreise hingegen in Cardioidiflche 
Üurvensysteme. Man kann statt von Lemniscaten — *" Ordnung von 
„Cardioidisehen Curven höJierer Ordmmg" sprechen, die Eigenschaf- 
ten derselben lassen sich aber, wie gesagt, weniger elegant ent- 
wickeln. 

Mit Hülfe dieser Bemerkungen ist man im Stande, die Gleichanff 
jafcr Curvc in lemmsctitischcn Coordituttcn n'"* Ordiiwig mit &clic- 
biye» Jircnnpunklen f^a •}- Vi dareusteüen. üeiapietshalber soll dies 
mit der Geraden X^a tut n^2 und die Brennpunkte j/e (« reell) 
durchgeführt werden. 

Die Gleichung geht durch die Abbildung b ^ iP über in die 
der Parabel ^r . cos -|- — o oder r(l -f- cos qo) — 2a*, oder, w«nn 
der Coordinatenanfang nach e verlegt wird, in 

p coa# -|- e -f- y^-\- 2e^co8*-f^— 2o'. 

Diese Gleichung geht durch die Abbildung x mm Y^, die auf 
den alten Nullpunkt m hetiäun ist, wiedes. Über in die Gleichung 
der Geraden, jedoch in den verlangten lemoiscatischen Coordinaten, 
so dasB die Form ist 



p . ii, cost* + *,) + « + /p* . J>,' + 2pp, e cos(* + *,) -f e' - 2aK 



Aach die Abbildnug i-^y^-mZ' bietet nichts vesentlich 
Nene«, Der Sector -— geht Ober in den 8ector — ~, die n-focbe 
Ebenewirdiu die »t-fache verwandelt Iit— > 1, to wird die Umgebung 
des Nullpunktes nnendlichfech Tergrösaert, di« dei unendlichen Punktes 
nnendlichfach verkleinert dargestellt FOr -^ < 1 ist's lungekehrt. 
Lemniscaten und Hyperbeln m*" Ordnung mit den Brennpunkten 
/ä'^^f^bJ geben in solche n*" Ordnung mit den Brennpunkten 
J^a+ hi über, Kreise und Gerade hingegen in temniscaten und 
Hyperbeln —'*' Ordaung, deren Polargleichaogeu von den früheren 
Dur darin differiren, daxB — au Stelle von n zu setzen ist. Die 
n Brennpunkte lie^ea dabei in m Blütteru. Die Focaleigeuachaften 
fallen selbstverstäudlich bei deik tetxtttren Curveu fort. Die Ver- 
Kmiätschafl lässt sich aber trotzdem tollständiff durchfükrcit, da die 
Rdationai des Sgstetns m'" Ordnung in die des Systems n"^ Ord- 
«««j? ühergelicH. 

Ander» ist dies bei der Abbildung r ^ }^ mit irrationalem 
Espoueiitvu , da in diesem Falle die Anzahl der Brennpunkte un- 
endlich groHu wird. Die Eiufachheit der Uebertragung der Eutfer- 
UDDg r ~ c in die lemuiscatiüche Entfernung Pi • j>) • • . f ■ ^ c, 
ebenso die des Winkels ftm^y in die Relation #i 4" ^2 'f' ■ • • ^i. •»■ }■ 
liürt hier auf. Demnach stösst die Uebersetzung der Sätze der 
IJeometrie des Masses in diesem Pulle auf Schwierigkeiten des Aus- 
drucks, während zahlreiche Sätze der Geometrie der Lage leichter 
übertragen weiden kSunen. 

Auf die Betrachtung im^inärer Wurzeleiponenten soll hier 
verzichtet werden, da, wie schon in § G und 7 bemerkt wurde, die 
genauere Kenutniss der später zu behandelnden transsceuüenten 
Abbildung Z — e* dazu erforderlich ist 
' Die vdlständüje Durcliführharlccit der Verwandtaclu^ 
x + yi-f^'X+Yi 
üt also vorläufig nacJigewiesen für jedes reelle und rationale ». 
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§ 76. Folgerungen fUr die Theorie der allgemeinen 
Kegelflftehe. 

Die Ueooietrie der ftllgemeinen KegelÖäche grQndete sich bis- 
her auf du CooidinatenHyatem der Geraden durch die Spitze und 
ihre Ortbogonalachaar, desseu Abwickelung in die Ebene auf Gerade 
und concen tri sehe Kreise fuhrt. Von den übrigen Isotbermen- 
Bchaaren hatten nur noch die iat^naleu Trajectoirien jener Linien, 
die aich zu logarithmiBchen Spiralen abwickeln, Beachtung gefunden. 
So beachräiikte sich auch die Abbildung der Ebene und Kugelfläche 
auf die Oberüüche dea Kegels, welclie J. H. Larabert in den 
„Anmerkuugen und Zusätzen zur £ntwerfung der Etd- und Him- 
melskarten'' im 3. Theile der „Beitrüge zum Gebrauche und der 
Anwendung der Mathematik" (1772) gab, auf den Specialfall, wo 
die orthogonalen Ereisschaaren der Kugel dem obengenannten System 
entsprechen. 

Die allgemeine Abbildung von Ebene und Kugel auf den 
Kegel int zwur nicht« Neues, jedoch sind die geometriachen Gon> 
sequeuzen noch nicht gezogen und die der Abbildung entspringen- 
den isothermischen Coordinatensyste'me noch nicht behandelt worden. 

Von einem gewissen Abschlüsse der Geometrie einer Fläche^ 
kann offenbar nur diinn die Rode aeiu, wenn die ürundpunkte deri 
verschiedenen (Joordiuateuaysteme von der Bedingung einer spe- I 
ciellen Lt^^e befreit sind, wie dies z. B. für die KugelBUche der 
Fall ist, auf der man den Schnittpunkten der KreisbUschel oder 
zwei Brennpunkten eines Systems sphärischer Kegelschnitte beliebige 
Lagen geben kann. Für das dreiaxige Eltipaoid ist man (bei dem 
System der KrUmmiingalinien) auf die Nabelpunkte als Fundamen- 
talpunkte des Ooordinatensystema beschrünkt, bei dem Kegel musate 
eben die Spitze zum Ausgangspunkte genommen werden. 

Die kürzesten Linien auf der Kegelflacbe, deren Abwickelung 
Gerade giobt, sind zum Uocrdinutensystem , besonders zum isother- 
miachen, fUr den einschichtigen Kegel unbrauchbar, da sie sich 
selbst schneiden. Dasselbe gilt von den Curven, die sich in der 
Abwickelung als Kreise darstcllou. 

Aus duu oben gogeboneii Sützuu aber kann man di^ Verall- 
gemeinerung der Geometrie der KegelflSche leicht ableiten. 

Der einschichtige Kegel lUast sich zum Sector — - abwickeln, 
wo n reell und > 1 ist Auf diesen Sector kann man die ganze 
Ebene mittels der Abbildung e — > f/Z conform übertragen, wobei 
Gerade durch einen beliebigen Punkt a + &i in Hyperbeln n*^' Ord< 



nuiig durch den Sectorpunkt ya~+bi, Kniin um a-^hi ia con- 
foGftle Lemniscaten n*" Ordnuog am den Punkt ]/a -f bi aber- 
gehen, wälirend der Nullpunkt aud der unendliche Funkt der Eben« 
dem j^Iittelpunkte und unendlichen Funkte des Sectors entsprechen. 
Man kann nun den Sector in einen Kegel verwandeln oder, um bei 
der Riemann'schen Vorstellungaweise »a bleiben, man kann die 
«-Ebene so zum Kegel mit dem Nullpunkte als Spitze zusammen- 
rollen, dass jeder Sector eine Schicht des K^ela giebt. Dann fallen 
die Zeichnungen der einzelnen Sectoren, d. h. die verschiedenen 
Anne der Lemniscaten und Hyperbeln «'" Ordnung geaau auf ein- 
auder, so daas geometrisch jede der Gurren aus einem einzigen 
Zuge mit nur einem Brennpunkte besteht. 

Beiläufig sei bemerkt, dass die scheinbare Wichtigkeit des Null- 
punktes der «-Ebene, der vorher als Mittelpunkt des Polygons der 
Brennpunkte auftrat und die Isothermeuschaaren zu specialisiren 
schien, hier vollständig aufgehoben ist. Die Spitze des Kegels be- 
hält nur die in der Xatur desselben begrQndete Sonderstellung, dass 
er jeder die erstere durchschneidenden Curve dort einen Eckpunkt 
giebt, vodurch die Aehnlicbkeit in deu kleinsten Theilen mit der 
Originalebene gestört erscheint, und wobei zugleich das Vergrdsse- 
rungsverhSItsiss gegen 'letztere unendlich gross wird. 

Behält man nun für die in Rede stehenden Kegelcnrven die 
Nameu Hyperbeln und Lemniscaten n'" Ordnung bei — wobei dar- 
auf zu achten ist, dass für den Fall n — i 2 die gewöhnlichen ebenen 
Hyperbela mit deu vorliegenden nicht verwechselt werden dQrfen — , 
so läs^it iwh im .Mlgctnchic» jeder Sats der chaun Gcotnctric der Lage 
auf die Kvgelfiäcltc ühcrtragai. Die üebcrtragung von Maassrcla- 
ttonai milkls der Focaleigcnschaßen der Lemniscaten und Hyperbeln 
n'^ Ordnung ist aber auf den Faü la beschränken, wo n eine gante 
ZaU isi. 

In diesem Falle erhalten die Kegelcnrven folgende Bedeutung; 

Mau verbi>ide einen bclitiigcn festen Punkt des Kegels mit einem 
leiocghcJien Punkte desselben durch n küreeste Linien {von denen die 
eine die Spitze }ii<:JU umschlingt, wälirend die anderen es ein, ewei, 
resp. mehrere Male thun). Sau dann der zweite Punkt sich so be- 
wegen, dass das Product der küreesten Linien constanl bleibt, so ist 
sein geotnetrisciter Ort eine Curve, die sieh, in die Ebene abgewickcU, 
als Letiiniscaic n"' Ordnung darsteUt. SoU hingegen die Summe der 
HtcJUungswinJcd der kürzesten Linien, gegen eine bdiebige Tang&Ue 
durdt den ersten Futtkt gemessen, constant bieten, so enist^ eine 
Hyperbel n*" Ordnung. ...... ^ 
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In ähulicher Weise liuen lich die übrigen Focals&tze übertragen. 

Eine Vorstellung von. den Tencluedenen Coordinatensyatemeo 
d«i Kegeli fflr jedes reelle n erhält man e, B,, wenn man die sa 
Capitel VI gehörigen Figuren durch einen den Nullpunkt treffenden 
geradlinigen Schnitt halbirt and eine Hälfte zum Kegel znsammen- 
roUt In derselben Weise, wie dort, wird jeder Kegel durch solche 
Currenschaaren in kleine j^Quadrate" eiogetheilt. Von Fig. 48 wäre 
der dritte, von Fig. 47 der vierte Theil in nehmen. 

Das allgemeinste der hier lu bebandelndeti Srsteme ist das 
Lemniscatettbüschel n'"' Ordnung durch ewei beliebige Funkte der 
Kegelftäche. Man erhält dieses und die orthogonale Lemniscatea- 
Bcliaar, indem man z, B. den Olobtis mit dem Netee der geographi- 
schen Linien so auf dem Kegel eonform und eindeutig <d/bildet, dass 
die Vole zwei beliebigen PuHiteit der Kegelfläche etUspreclien. 

Ist der eine dieser Punkte der unendliche, so ensteht das System 
der Hyperbeln ii'" Ordnung durch einen beliebigen Punkt der Kegel- 
fläche und die Orthogonalschaar confocaler Lemuiscateu. Fällt der 
Puakt hingegen in die Spitze, so erhält man das Büschel der 
Schleifenlemniscaten. 

Liegt ein Punkt in der Spitze, einer im Unendlichen, so ent- 
st«ht das System der Üeraden durch die Spitze und die OrthogonaU 
schaar, deren Abwickelung auf Kreise führt. Dieser Fall giebt die 
gew (Ihn liehe Uebertraguug, 

Eine besondere Betrachtung verdient ein anderer Fall, wo beide 
nUschelpunkte im Unemllichen liegen und wobei man die beiden 
Orthogonalscbaaren von Hyperbeln »'" Ordnung erhält. Durch diese 
Abbildung erhält man gleichzeitig die Uebertragiing der Mercator- 
Karte auf den Kegel, Die Kugelfläche wird aber hier unendliclt oft 
und zwar periodisch auf der KegelQüehe abgebildet, so dass es sich 
um eine andere Function handelt. Diese Function, welche die steieo- 
graphische Projection des Ptolemäus mit dem Nullpunkte als Pol 
uneudlicb-^oft auf die Ebene, dann auf den Sector — derselben und 
den enUprechenden Kegel überträgt, ist 

In der Nähe der Spitze erscheint das Ganze sehr verschoben, mit 
der Entfernung von der Spitze nUhert sich aber die Darstellung 
mehr und mehr der des Mercator. Mau vergl hier das Capitel über 
die logarithmisehe Abbildung. In diesem Falle gehen übrigens die . 
Loxodromen der Kugel in „Hyperbeln n'" Ordnung" auf der K^l- 
"" ihe über. 
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Dass auch die Schaaren der Lenmiscaten 2»'", 3n'*' Ordnung 
etc. aof der Kegelääxihe — — als IsoUiermea sn betrachten sind, ist 
selbstTeiständ lieb. 

Unter geiinssen phffsiJcaliseheH Vwausseüungen entspricht jedem 
isothermkdien Probleme, welcJies für die Ebene gelost ist, ein solches 
auf dem Kegel. Es handelt sich dabei z. B. nm einen stationären 
Wärmezustand, dem eine solche Flüche unter g^ebenen Bediu- 
gnngen zustrebt. Vorausgesetzt wird, dass die Wärme sich nur 
auf der Fläche selbst, nicht aber mittels Strahlung durch den Hohl- . 
räum des E^els verbreitet. 

Besonders instructiv ist folgendes Beispiel : Bin beliebiger Punkt 
der K^elöÜche — — werde auf coustanter Temperatur gehalten, der 
unendliche Bereich (oder statt dessen eine leuniseatische Curve n'" 
Ordnung, die <len. Punkt in obeu besprocheuer Weise zum Brenn- 
punkt hat) auf einer andern constanten Temperatur. Welches sind 
Liothennen? Nach Obigem sind die isothermischen Curven die zu- 
gehSrigen IfCrnuiscaten n'" Ordnung. Die Curven, deren Abwicke- 
lung auf Kreise führt, spielen hierbei durchaus keine Rolle, da die 
Erwärmung rings um den Kegel wandert, was besonders in der 
Nähe der Spitze von Einfluss ist. Je kleiner die Ovale und je weiter 
sie vou der Spitze entfernt sind, um so mehr ähneln sie Kreisen, 
sie degeueriren mit der Annüherung an die Spitz«; ist dieselbe aber 
überschritten, so tritt die Annäherung an die Kreisgestalt wieder in 
wachsendem Grade ein. 

Wird ein Kegel längs der beiden Geraden eines Hauptschnittea 
auf constaiit«r Temperatur erhalten, und geschieht dasselbe mit dem 
unendlichen Bereiche, so erledigt sich das Problem durch die Hyper- 
b«lschaar n"^ Ordnung. Weitere Beispiele lege der Leser sich selbst 
Enrecht. 

Das Entsprechende gilt von den Problemen der stationären elek- 
trischen Strömung. Vielleicht lässt sich die schöne experimentelle 
Methode des Herrn Gu^bhard auch auf die Kegelflächen ausdeh- 
uea, wodurch die Theorie der stationären Strömung auf krummen 
Oberflächen eine praktische Bestätigung finden würde. 

Sollen Bteci Kcgd von -— und —— eindeutig und conform so 
auf einander ahgehUdet loertkit, dass drei toillkärlichen Punkten des 
einen drei toülkürliche des andern ctUsprecJietl' und der Innenraum 
der durch die drei ersten gdcgten Lemniseate m"' Ordnung auf das 
Innere oder Aettssere der durcJi die drei anderat geltenden Lemni»' 
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«ofm H*** Ordmmff übertragen Wird (was wm der Art des Umgangs 
der drei PutiJcte abhängt) ^ ao geschieht ^es durch die Function 



r cz' + d 



Wie also die Kreisverwandtschaß alle eindeut^m eoi^ormen 
Utifertrt^t^en von Kugel auf Kugel oder von Ebene auf Ebene ver- 
mitteU, w entsprielU die lemniscaHsche Tranrformation 



,^-r/ az'^^ 

V eZZ + d 



aOen eindeutigen Verteandtschaflen der K^flächen verschiedenen 
Seetorenwinkds unter einander. 

Die Iflmniscatiwhe Verwandtacliaft ist 'aber in demselben Masse 
umfassender, als die Kreisverwandtsehoft, wie die genannte Function 
allgemeiner ist, als « ■»- — ^^Td ' 

Wie die Sätze der KreiB?erwandt8cIiaft auf die eindeutige Ver- 
wandtschaft der Kegelflüche dbertragen werden, ergiebt dcb aoa 
Obigem. — 

Die gesammte ebene Geometrie ist Bcbliesalich nur ein specieller 
Fall der behandelten Geometrie der Kegelfläche. 

9 77. Die Kinematik des lemntsciitiMh-TerSnderliclien 
SyHtenis n"'' Ordnung niid der KegelflUefae. 

1) Die Bewegung eines Punktes der ^-Ebene auf beliebiger 
Curre mit der constanten Geschwindigkeit V *» e verwandelt sich 
durch die Abbildung g ■- yX iu die der entsprechenden Punkt« der 
«•Ebene resp. der Kegelfläche auf den entsprechenden Currenarmen, 
deren Geschwindigkeit ist 

.-iü""'-^r— . 
Hier ist — £"'■ der absolute Betr^ des Differentialquotienten der 
abbildenden Function, r hingegen die Entfernung des abhängigen 
Punktes vom Nullpunkte, resp. der Kegelspitze. Von dieser allein 
ist die Geschwindigkeit abhängig. 

Für n > 1 wächst sie mit der Annäherung an den Nullpunkt 
und ist in letzterem unendlich gross ; nach dem unendlichen Be- 
reiche hin nähert sie sich hingegen der Null. Für n 2*.! ist es um- 
gekehrt. '^ 

Soll die Geschwindi^eit auch hier eonstant sein^ so mnsa r 
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eonstsnt sein, beide sich entsprecbencle Bewegungen mflsses also 
in einem Kreise um den Nullpimkt erfolgen. 

2) Ist die Bewegung des ersten Punktes gleichmSoaig beschleu- 
nigt/ also y^^gt, so ist die des abhängigen Punktes 

also von zwei Variabein abbSngig. Soll auch die des letzteren 
Pnnktes gleichförmig beschleunigt sein, so muss wiederum Kreis- 
bewegUQg um Null stattfinden. 

3) Uultiplicirt man die allgemeine Geschwindigkeit ^"^ jf nüt 

— - 1 

~ JR' resp. — r'~", so erhält man ebenfalls die de« abhängigen 

Ponttes. 

4) Der Ricbtungsunterschisd beider Bewegungen ergiebt «eh, 
wie oben besprochen, aus der Abweichung des Differentialquolienten 
der abbildenden Function als (1 — »1)9). 

5) Bewegt sich der erste Punkt auf Gerader oder Kreis, so 
wandert der zweite nach Massgabe des oben Gesagten auf Hyperbel 
oder Lemniscate »<" Ordnung, und zwar bei constanter Geschwin- 
digkeit der ersteren so, dass in gleichen Zeiträumen correspondirende 
Bogen zurückgelegt werden. 

6) Ist z. B. die Bewegung des ersten Punktes eine geradlinige 
mit constanter Geschwindigkeit, so ändert sich seine Entfernung if 
von einem Punkte a-\-hi der Geraden gleichmassig. Für ganzes 
positives n folgt daraus, dass bei der entaprechenden Hyperbel- 
bewegung sich das Produc/ i^i -i>t - ■ ■!>■> bezc^en auf ^a-f-bi, 
gleicbmässig ändert. 

7) Geschieht die Bewegung des ersten Punktes auf einem Kreise 
mit constanter Geschwindigkeit, so ist die Abweichung d des Kreis- 
radius einer gl eich massigen Aendemng unterworfen. Bei der ent- 
sprechenden Lemniscatenbewegung nimmt die Summe 

»i + »iH + *. 

gleicbmässig zu oder ab, sobald nur n ganz, positiT und reell ist 
Aebnliches gilt von der gleichförmig beschleunigten Bewegung. 

8) Das Gesi^te reicht bin, die Kinematik des Punktes in die 
lemuiscatische Kinematik n*" Ordnung und in die der K^elfläche 
jra Obertragen. 

9) Das starre ebene Gebilde geht dnrch die Transformation 
K —I ^Z in das lemniscatisch-vet^ndertiche n"' Ordnung Ober. Wäh- 
rend in ersterem alle geradlinigen Entfernungen constanli, . bleiben, 
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UA diu im andern nicht der Fall, sondern Hyperbeln n" Ordnung 
verbleiben Curven dieses Charakters, erleiden aber GestaltsverSu- 
demngen, bei denen jeduch die oben betrachteten Maaabeziehungen 
und ebenso alle Winkel erbalten bleiben. 

lü) Wird die gesammte i?-£bene geradlinig and parallel jsn sich 
selbst verschoben, so wandern entsprechend in der «'Ebene oder der 



dort eine gewisse Parallelenscboar in sich selbst gleitet, so ge- 
schieht dies liier mit einer bestimmten Hyperbelschaar. Jede der 
anderen Hyperbeln degenerirt beim Passiren des Nullpunktes in 
n Gerade. 

11) Dreht sich die Z-Ebene um einen ihrer Punkte, so be- 
wegen sieb die Punkte der abhängigen Fläche auf confocalen Lem- 
niscaten n**' Ordnung. Alle Gurren dieser Art, ebenso die Hyper- 
beln n**' Ordnung, behalten ihren Charakter bei, eine bestimmte 
Schaar confocaler Lemniscateu n*" Ordnung gleitet in sich seibat. 
Für n ^ 2 wird dadurch die bekannte optische Erscheinung an 
Solpeterkrystallen dargestellt. 

12) Eine gewisse Bewegung in der Z-Ebene wird durch die 
Wellenkreise versi nn licht , die auf der Wasserfläche durch einen 
Steinwurf entstehen. Die entsprechende Bewegung in der «-Ebene 
ist derartig, dass jeder Punkt sich auf einer Hyperbel n*" Ordnung 
bewegt und dass die orthogonalen confocalen Lemniscaten gesetz- 
müssig anschwelten. 

13) Combinirt man in der Z-Ebene constante Rotation und 
.. Anschwellen der Kreise nach dem Gesetz der geometrischen Reihe, 

Bo bewegt sich jeder Punkt auf logaritbmiscber Spirale, wahrend 
in der «-Ebene isogonale Trajectorien von der Gleichung 

Pl -Pf • .Pm — «)(*■ + *•+ ■•■ + *- 

zurQckgelegt werden, die gleichzeitig in sich selbst gleitende Cur-, 
Ten sind. 

Auch der Bewegungszustand des kreisverw&ndt-Tei^derlicbea 
Systems ist leicht zu übertragen. Im Uebrigen vergleiche man die 
Andeutungen, welche im Cap. VI und in g 7 der Abhandlung im 
21, Bande der Zeitschrift fOr Mathem. und Physik gegeben sind. 

8 78. Lltteratur. 

Verfasser behandelte die Abbildung e ■= ]/^ und die regulären 
Lemniscaten n*" Ordnung im 83. Bande des Crelle'schen Journals, 
Durch ein Referat im Jahrluch über die Fortschritte in der Mathe- 
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matik (1877) wnrde er aufmerksam gemacht anf eine Arbeit von 
Darboux, „Sur une classe remarqnable de courbes et de surfaces 
algebriqnea et sur la tbeorie des imaginaires", Mem. de Bordeaux 
VIU uud IX, über welche dasselbe Jahrbuch früher berichtet hat. 
Leider ist diese Schrift vergrifien, und nur der 8. Band [der M^m. 
de Bordeaux dem Verfasser zugünglicli geworden, der dos hierher 
Gehörige nicht enthält. Aus dem Referate ab« konnte entnommen 
werden, dass die regulären Lemniscaten u*** Ordnung ein Specisifall 
der Ton Darboux behandelten Gurren sind, auf die das nächste 
Capit«l näher eingeht. 

Im 26. Bande der Zeitschriß für Maihem. und Physik gab der 
Verfasser die vorstehende eingehendere Behandlung. Während des 
Druckes dieses Werkes fand er eine interessante Notiz von Bar- 
uaba Tortolini „lieber einige algebr^sche Gurren, von denen 
die Ijemuiscate ein specieller Fall ist" im 6. Bande der Zeitschrift 
für Mathem. und Physik S. 209 Ober Gurveu von der Form r* ~ a, 
co9(hu). Der Aufsatz ist entnommen den Annali di Matetnatica 
pura cd api^lc^ia, Nr. 3, S. 178. Er citirt Noten von Serret im 
7. und 8. Bande des Journals von LiouvilIe,r in^denen unter 
Anderem gezeigt wird, dass für gerades n die Pftr^meter dieser 
Cnrveu durch Euler'sche Integrale zweiter Gattung oder durch, 
die Function r von Legendre ausgedrückt werden können. Auch 
analytische Untersuchungen von Fagnano in dessen l'rodttcioni 
matematidie , Band 2, scbediasma 1 n. S. 37Ö werden erwülint. 

Eine imaginüre Schreibweise der Gurren wird auf S. 212 der 
Tortolini 'sehen Notiz gegeben. 

Das vorliegende Capitel gestattet demnach in analytischer Rich- 
tnng einen weiteren Ausbau. 

Physikalisches findet man in der bereits citirten Dissertation 
von Hildebrand und in den Abhandlungen von Gu^bhard in 
den Comptes üeiidus 1881/82, im ^lectricien von 1881/82 und in 
den Bulletins de la Socictc de Physiguc von 1882, die sümmtlich 
zahlreiche Litteraturnachweise enthalten. Die Arbeit von Haton 
de la tioupilliere ist bereits im Texte genannt. 

Im 12. Bande der Zeitschrift für Mathem. und Physik glebt 
Lommel, wie nachträglich bemerkt sein mag, einen Abriss der 
Theorie der Icmniscatjschen Coordinatea 2'" Ordnung, der jedoch 
nicht auf der Methode des Imaginären beruht, also weniger hier- 
her gehört. 
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Zehntes Cepitel. 

Die Abbildung mittels ganzer rationaler Functionen und 

ihrer Umkehrungen. 

§ 79. Allgemeines Aber die zugehörigen Biemann'8chen 

F) Heben. 

Di« ganse rationale Function m**" Gradea ist von der Form 

1) 2 — «- + 0,«— > + a,«--»H (-ö,_i* + a,=-/i;*). 

Hier ist der Factor des ersten Glieds gleich der Einheit gesetzt» 
was der Allgenieinbeit der Untersuchung nicht schadet, da die 
Multiplication der Function mit einem Factor a, nnr VergrSsserung 
und Drehung bedeutet. Die Factoren a werden als complex an- 

' genommen. 

Die Exponenten sind ganze Zahlen, also hann der et»e Werth 
von Z, der zu einem gegebeneu g gehSrt, mit elementaren Hilfs- 
niittehi nach § 4 construirt werden. Man darf demnach die «-Ebene 
als einsehichiig annehmen , was bei jeder einueiihiffen Function ge- 
stattet ist. 

Dagegen ist es im Allgemeinen nicht m5glich, die umgekehrte 
tWction 

2) g~ipiZ) 

explicite darzustellen, und ebensowenig loast sich zu jedem Werthe 
von Z das ungehörige « elementar construiren, 

Setzt man den Fundameutulsatx der Algebra und seine Pol- 
gerungen aln bekannt voraus, so weiss mau, dass zu jedem Werthe 
von Z im Allgemeinen n Werthe von e gehdreu. . Um Eindeutig- 
keit zu erzielen, muss man sich also nach Hiemaun die ^-Ebene 
als aus « Blättern bestehend denken. 

Um den Zusammenhang derselben zu Untersachen, betrachte 
man den Differentialquotienten 

3) Z' — w£— > + a,(n- l)jr"-»i Ho«-i, 

der far n — 1 Werth« verschwindet Da der 2*° Difierentialquo- 
tient im Allgemeinen nicht an denselben Stellen verschwindet, hat 
man im Allgemeinen (nach § 40) mit » — 1 Windungspunkten l*** 
Ordnung im Endlichen zu thun, von denen im speciellen Falle.2_zu 
einem Windungspuukte.S'^Ordnung, m zu einem solchen m**' Ord- 
nung . zusammei^allen können, .was eben mit dem Verschwinden 
der fli ersten Differentialquotienten an derselben Stelle zusammcu- 
häng^würde. 

Ifafinallgr, lugouila Vai«»<lM<i>iin«. 13 '~ 
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Im Allgemeinen hängen also die m- Blätter zu je zweien- in 
(n — 1) endlichen Punkten zusammen. 

Daa Terbalten des unendlichen Punkte« mnn hesondera unter* 
sDcht werden. Die uneodlicben Bereiche beider Ebenen entsprechen 
sich g^enseitig. Z' ist fDr 2 ^ co gleichfalls unendlich gross, so 
dass eine Singularität stattfinden mass. Welcher Art ist dieselbe? 
Man kann b in Gleichung 1) so gross annehmen, dass das erste 
Glied Über alle anderen dominirt, so dass mit zonehmendem « der 
Charakter der Function sieb dem der Functjon 



mehr und mehr nähert (Man erkennt dies bei der Sdireibweise 
Zm-i' l-fy+-^ + ....) Daraus folgt, dass der unendliche 
Paukt ebenso, wie bei letzterer, ein Windimgspunkt (n — 1)*^ Ord- 
nimg ist lu ihm bangen also alle n- Blätter zusammen, und in 
ihm mtlssen sich die n — 1 Verzweigungsschnitte treffen, die von 
den n — 1 endlichen Windungspunkten ausgehen. Eine andere 
Anordnung ist nicht denkbar. In Fig. 49 i^t dieselbe fDr den Fall 
[ der Function S*™ Grades datgestellt. Man kann aus der Zeichnung 
■elbat Weiteres ablesen. 

Die Wichtigkeit des Gegenstandes veranlasst uns aber, von 
der Kenntiiiss des Fundamentalsatzes abzusehen und die Kiemanii- 
sche Fläche successiv aufzubauen, indem wir von der Function 
i — a ausgehen, dieselbe mit t multipliciren, dann zu js{js — a) ein 
Ahsolutglied hinzufügen, wodurch eine Function von der Form 
f' — /f,£ -)- (Tj entsteht Diese wird wieder mit t multiplicirt, ein 
neues Absolutglied beigefügt und so allmählich die Function n*"' 
Grades gebildet und stets der Scliluss von n auf » -|- 1 angewendet. 
Dadurch wird das obige Resultat in volter Klarheit bewiesen und 
gleichzeitig ein geometrischer Kommentar zu dem Fuudamental- 
satze der Algebra gegeben. Einige Weitläufigkeit ist dabei unver- 
meidlich. 

fi. 80. 8ucreH8lvcr Aufbau der Rlemann'sebeii (iftche. 

1) Die Function e{t ~ a). 

Wir betrachten drei Ebenen, die des Arguments 

e — r (cos 9> -|- * Bii> V) > 
die der Function 

s — a — { ^ p(cos 0' -}- I sin *), 

die der Function 

e(e — o) — r • 6 — Z — Ji(co8 + i »ia_.0lS,ooQ[c 
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Sämmtliche sind conform aufeinander bezogcm, nnd zwar stehen 
die beiden ersten in der Verwandtschaft der CongruenK, beide enr 
dritten in lemniscatiacher Verwandtschaft In Fig. 60 a, ß, y siiid 
sie Bchematisch dargestellt Um den Ponkt ^, der dritten Ebene 
tu finden, der au einem gegebenen Punkte «, der ersten gebSrt, 
hat man die zusammengehSrigen complexen Strecken «{ und£, ^ff, ~ a 
der beiden ersten Ebenen zu multipliciren. ' Es ist also J 

B(coH + » sin *) — r ■ p [eotitp + *) + » sint^) + #)]. 

Endlichen Punkten der ersten Ebene entsprechen endliche der 
zweiten, folglich auch endliche der dritten. Die unendlichen Be- 
reiche der drei Ebenen entsprechen gleichfalls einander. 

In B''ig. 50 « sei A der Nullpunkt, S der Punkt « — a. Beiden 
eutsprechen in der {-Ebene die gleichnamigen Punkte, hur ist jetzt 
B der Nullpunkt, A der Punkt — a. In der 2-Ebene fallen die 
beiden entsprechenden Punkte im Nullpunkte zusammen, da ?> f 
sowohl für j^— 0, als auch fflr ^ — {^Verschwindet -^ 

Ein grSsserer Kreis um A in g, der B umschliesst, entspricht 
einem solchen in {, der iim A geht und B umschliesst. Waudemng 
von bis 2n auf dem enteren geht über in einen Umgang auf 
dem zweiten, zu dem von dem ezcentrisch liegenden Nullpunkte B 
BUB gerechnet die ungleich massig wachsenden Winkel von ß bis 
ß-\- 2tt gehQren, wo ß leicht aus a und r zu bestimmen ist Uurch 
;p,Multip)icatkiu beider Winkelgrössen folgt, dsiss der zugehörige Weg 
in der Z-Ebene von + |3 bis 2« + (j3 + 2«) — /J + 4ä geht, 
d, h. es wird ein doppelter Umgang gemacht, der Weg nmgiebt 
also einen Wiudungspunkt 1'" Ordnung. Nach § 57 ist dieser 
Weg ein csrdioidischer and zwar ein mit einer Schleife versebener. 

Da der Pifferentialquotient von «(« — «), also der Ausdruck 
2ß — a nur für einen Werth von e verschwindet,, nämlich för 
f ^ Y> "<* folg^ ^<^^ jener Windnngspunkt an der Stelle 

^-f(l-«) — ? 

liegt, also nicht etwa, wie es scheinen roSchte, im Nullpunkte. Die 
Strecke AB in der t- und S-Ebeue wird also durch den dem Ver- 
Kweigunspuukte entsprechenden Funkt halbirt. In der ^-Ebeno 
ist nun von V aus der Verzweigungsschnitt beliebig — nur sich 
selbst nicht schneidend — nach dem unendlichen Bereiche zu ziehen. 
Lüngs desselben gehen beide Blätter in einander ttber. Im Ver- 
zweiguu gapunkte und im unendlichen Punkte hängen sie vollstün- 
Jw zusammen. . ,^-- 
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Um di« Richtigkeit dieser Aoordnung bu .prflfen, betrachte man 
einen kleinen Kreis der «-Ebene um den Punkt A, der V und B ' 
uiBEchliesst. Ihm entspricht ein kleiner Kreis um A in {, d«r gleich- 
falls V und Ji, den Nullpunkt, ausschliesst. Wandert der Punkt 
der £-Ebene auf dem ersten Kreise von bis 2x, so geschieht ein 
Omgang um A in der zweiten Ebene, vas aber von S aus be- 
trachtet nicht einen Umgang, sondern nur eine unter 180" blei- 
bende Schwankung der Abweichung ip zwischen swei Winkeln ß 
und ß -}- y (zwischen den Taugentenli^en] giebt. Die Addition der 
entsprechenden Winkel giebt nun in der Z-Ebene nicht mehr einen 
doppelten Umgang um den Nullpunkt, sondern nur einen einfachen 
auf einer cardioidiscbeu Curve ohne Schleife, Der Grenzkreis, d. h. 
der durch V geheude, giebt die Cardioide mit Rfickkehrpunkten. 

Ganz ebenso verhält es sich mit kleinen Kreisen um Ü, denn 
A und Ji sind durchaus gleichberechtigt, da « • { ^ £ ■ x ist. 

Der Weg in der «-Ebene lieas r constant, wührend q> varürte. 
Jetzt lasse man ip constant und variire r von ü bis oo. Dann 
variirt in der £-Ebene p von — a bis oo. Der entsprechende Weg 
in der Z-Ebene ist aber ein parabolischer mit V als Brennpunkt, 
und zwar, wenn V passirt werden sollte, mit V als ROckkehr- 
ponkt, so dass in diesem Specialfalle der Nullpunkt zweimal pas- 
sirt wird, wobei übrigens die Parabel zur Geraden degenerirL 

Wesentlich ist, dass r.g alle Werthe von 0' bis unendlich 
mindestens einmal annimmt. Das Strahlenbüschel durch A in der 
f-Kbene, welches die letztere stetig erfallt, geht also Ober in ein 
paralxiliBches Baschel der ^- Ebene, welches beide Schichten der- 
selben stetig erfüllt. — In Figur .Wy iat eine beliebige Gerade 
durch V als Verzweigungsschnitt angenommen, dem in den beiden 
andern Ebenen unbegrenzte Oerade entsprechen. Der scbattirte 
Tbeil der letzteren Ebene mag dem oberen, der Rest dem unteren 
Theile der Z-Ebene entsprechen. 

2) Die Funrtion Z •^•'g* — o,jb + a^. 

Durch die jfufQguDg von //^ tritt nur eine Verschiebung der 
früheren ^-Ebeue ein. Sie bleibt aiso zweiblättrig im vorigen Sinne. 
Z' wird hier Null fttr e —..1»^, so dass Z ^^ a^ — ^'- den ein- 
zigen endlichen Windungspunkt darstellt, in dem die Verdoppelung 
der Winkel vor sich gebt. 

3) Die Function t ■ i^ e(e* — a^e ■+■ a,). 

. Wiederum sind die drei Ebenen x, £ und Z (Fig. 51 a, ß, y) 
zu betrachten, nur ist die zweite derselben jetzt zweiblättrig mit 
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F^ o, ^ ftla WindnngipuDkt im Endlichen, mit A^a, als 

dem dem Nullpunkte von t entsprechenden Punkte, während ihrem 
Nullpunkte B in t die beiden Punkte 



B, mp;i(,-^±/»"f a. 



entsprechen. 

Znn&cbst werde in t ein Kreis um den Nullpunkt betrscbtet, 
der Sf und Bj, also auch das zwischen ihnen liegende V nm- 
schliesst. Ihm entspricht in ( eine Curve mit doppeltem Umlauf 
(cardioidische Curve mit Schleife), so dass dem Umgange Ton 
bis 2x in g hier ein Umgang der Abweichung # von irgend einem 
Werthe jS bis ^ + 4ie entspricht. Durch Multiplicatiou der ent- 
sprechenden Strecken beider Ebenen, also durch Addition der Ab- 
weichungen, erhält man in Z einen Umgang von -\- ß bis 2» 
+ (fi + 4») ~- jS + 6)T, also einen äreifaclie» Umgang. Ausser- 
halb einer gewissen Greuzcurve ist also die if-Ebene dreiblättrig. 
Aus Z' -B^'is^ — 20] « -{- O2 = ergeben sich als Verzweigungs- 
punkte im Endlichen diejenigen, welche den beiden Punkten 



r, r«p.>,-5±/f-|> 



der ;?-Ebene entsprechen. Zu diesen gehören in der £-£beoe die 
beiden Punkte 



t/"/-?[|'±/?=^, 



wo die oberen und ebenso die unteren Vorzeichen zusammen ge- 
hören, so dass endlich die beiden Verzweiguugspunkte der ^-Ebene 
die innerhalb der geschlossenen Curve liegen, durch 

dargestellt werden. Jeder derselben ist nach § 40 ein Windungs- 
punkt 1**' Ordnung, da der zweite Differentialquotient Z" — 6s — 2a, 
nicht an derselben Stelle verschwindet Da Discontinuitäten nir- 
gends vorkommen und die Conformität uur in diesen beiden end- 
lichen Punkten gestört ist, so mnss angenommen werden, dass 
die if'Ebeue überall dreiblättrig ist, und dass Zusammenhang zwi- 
schen je zwei Ulättern im eudlichon Bereiche der if-Ebouo nur in 
den Punkten F, und K, stattfinden kann. Von dort aus sind die 
Verzweigungsschnitte nach dem unendlichen Punkte eu legeu, wo 
alle drei Blätter zusammenhängen, wo also ein Wiudungspunkt 
2**' Ordnung zu denken ist. 
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Fig. 49 stellt diese Anordnung der ^-Ebena möglichBt an- 
schanlicli dar und enthebt uns weiterer Erläuterungen, 

Die Richtigkeit unserer ÄuffassuDg kann auf monnichfache 
Weise geprOft werden. Man wandere z. B. auf sehr kleinem Kreise, 
der Bi, V uDd JJ^ ausschliesst, um den Fonkt ^, der f-Ebene 
(Fig. 51). Dies giebt in der £• Ebene eine angeuSherte Kreiswon- 
demng um den Punkt A^ des ^en Blattes, welche, wenn der be- 
liebig Terlaufeude Schnitt nicht gerade durch j1, geführt wird, nur 
ein Blatt der Ebene in Anspruch nimmt. Da dieser kleine, Kreis 
den Nullpunkt nicht umschliesst oder erreicht, so macht die Ab- 
weichung 9 des Arguments ( während jener Wanderung nnr eine 
Schwankung innerhalb des Winkels zwischen den beiden Tangen- 
ten, die sich vom Nullpunkte aus an den kleinen Kreis legen lassen. 
Die Multiplication beider Argumente giebt also in der ^-Ebene 
einen Weg, der nur einen Umgang um den Punkt Ai macht, also 
nur ein Blatt in Anspruch nimmt. 

Aehnlich ist es mit kleinen Kreisen um £, oder Bj in der 
«-Ebene, welche die übrigen genannten Punkte ausschliesaeu uud 
den Verzweigungsschnitt nicht treffen. 

Man betrachte dagegen eine einfach um A, und £, laufende 
geschlossene Curve der g-Ebene, welche J5, und V ausschliesst und 
den „Schnitt" nicht überschreitet. Dies giebt eine einblättrige 
Curre in l, welche Ai und B, umschUesst. Das Multipliciren der 
entsprechenden Punkte giebt jetzt, da um den Nullpunkt der g- 
Ebene gleichfalls ein Umgang gemacht wird, in der Z-Ebene einen 
Doppelumlauf um Ai uud £,, bei dem also nur einer der Punkte 
Vf uud Fj eingeschlossen wird. 

[Vor einem naheliegenden Irrtbume, der bei der gebräuchlichen 
Knappheit mathematischer Durstellungen begangen werden könnte, 
mag ausdrücklich gewarnt werden. Man kSnnte meinen, dass bei 
der Multiplication der beiden Ebenen der Verzweiguugspunkt V 
der g-Ebene als solcher erhalten bleibe uud nar ein neuer dazu 
trete. Dies ist im Allgemeinen nicht der Fall, so dass der ent- 
spredieiide Punkt V der Z-Ehenc ntdäs mit Vi und F, tu thun 
hat. Um dies zu prüfen, stelle man Z als Function von £ dar. 
Dann ist 

also / 

^2/t _(,.-«■■) 



.CjOoqK 
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Wo dieaer Ausdruck verschwindet, da liegen die Punkte V, und 
K, der S-Ebene. Wo er unendlich wird, da hat die {-Ebene einen 
Vertweigougspunkt V im Gegensatz zur Z-Ebene, die dort keinen 
•olcben bat. Dies geschieht an der Stelle { «■ a^ — ~-, wie sofort 
aus der Betrachtung von 3) geschlossen werden konnte,] 

4) Durch Hinxuftlguug des Absolutgliedes erhält man die all- 
gemeine Function S**" Grades 

Z —^ e' — <»i *' + ö»' — «si 
fflr welche die Riemann'sche Fläche nur eine Verschiebung erleidet. 

ö) Mau fahre nun in der angegebenen Weise fort, zu Func- 
tionen höheren Grades Überzugehen, wobei man von der ezpliciten 
Berechnung der auftretenden kritischen Punkte ganz absehen darf. 
FUr Z' ist dabei stets das zuletzt Absolvirte zu benutzen. Hat man 
■ich dann für eine beliebige ganze Zahl n, überzeugt, dass zu der 
entsprechenden Function »,"° Grades n, Blätter nötbig sind, die 
sich nach allen Seiten ins Unendliche erstrecken, dass ferner im 
Allgemeinen, wie sich aus dem DIfiFerentialquotienten ergiebt, dessen 
Grad um 1 niedriger ist, im Endlichen », — 1 Verzweigungspimkte 
Jtw Ordnung vorhanden sind, während der unendliche Punkt ein 
solcher («, — !)*•' Ordnung ist, so kann man aus der vorzuneh- 
menden Muttiplication der Function mit z, wodurch eine Function 
(»j -|- 1)"" Grades entsteht, schlieasen, dass die genannten Be- 
ziehungen sich auch von der Function (», -f- l)'" Grades aus- 
sprechen lassen. Also: 

Die ganze rationale Function «"■ Grades breitet sich stetig über n 
unbegrenzte Blätter aus, sie nimmt jeden Werth n mal an, so auch den 
Werth Null, so dass n Wurzeln vorhanden sind, die im Allgemeinen 
verschiedene Wertlie haben. Der unendliche Punkt ist Windungs- 
punkt {» — !)'*"■ Ordnung, im Endlichen befinden sich im Allgemei- 
nen (n — 1) Windungspunkte l"' Ordnung, von denen unter Um- 
ständen einige zttsammenfaUcn können, um Windungsptmkte entsprechend 
höherer Ordnung zu geben. Jeder dieser Punkte ist mit dem unend- 
lielien durch je einen Verzweigungsschnitt zu verbinden, längs dessen 
je zwei Blatter in einander üherij^ien. 

Nimmt man zu Verzweiguugsschuitten in der 2-Ebene gerade 
Linien, so entsprechen denselben in der «-Ebene Curven, deren 
Gleichung wir noch kennen lernen werden. Dieselben passireu im 
Allgemeinen die den Verzweigungspunkten 1*" Ordnung entsprechen- 
den Punkte, ohne dass Besonderes geschieht, nur so, dass dem -^SGO' 
in der Z-Ebeue hier ein solcher von 180" entspricht, jede Curve sich 
also vom kritischen Punkte aus uacb beiden Seiten ins Unendliche er- 
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streckt. Durch alle solche Curvea wird die «-Ebene in n Theilfl 
getheilt, deren jeder einem Blatte der ^-£bene entspricht. 

Fig. 49 fiteilt diesen Znsammeabang für den Fall » ^ 3 dar, 
und zwar unter der Voraussetzung, daee die beiden Verzweigjpgs- 
liunkte nicht zusammenfallen. Die Blätter I und II hängen in F, , 
- II und 111 io Tj, I, II und III im unendlichen Punkte zusammen, 
lüngs des Schnittes V^C<x> durchkreuzen sich I und II, längs 
VjDao geschieht dasselbe mit II und III. Umkreist man F, in 
Blatt I auf kleinem Kreise, so gelangt man ius zweite Blatt und 
nach doppeltem Umgange ins erste zurQck. Umkreist man ebenso 
F, in Blatt III, so bleibt mau in III. Was bei Fj geschieht, lege 
sich der Leser selbst zurecht, ebenso was bei Umgängeo erfolgt, 
die F, uud F, gleichzeitig umschliesyen. Die Umgänge letzterer 
Art, die durch sämmtliche Blätter fahren, können als Umkreisungen 
des unendlichen Punktes aufgefasst werden, was besonders anschau- 
lich nird, wenn man die Ebene als grosse, im Unendlichen ge- 
scfaloäsene Kugel betrachtet. Der unendliche Punkt stellt sich im 
vorliegenden Falle uaturgemäss als \V lud ungap unkt zweiter Ordnung 
dar. Die Pfeile in der Figur geben den Zusammenhang noch deut- 
licher an. Die nnterbrocheneu Liuien befinden sich im zweiten, die 
punktirten im dritten Blatte. 

Legt man die beiden Schnitte in Z als eine Gerade durch F, 
und Fj, so erhält man in der £-Ebene drei Curven, welche dieser 
ganzen Geraden eutsprechen. Den Schnitten entsprechen die bei- 
den eintheilenden Curveu durch den Doppelpunkt F, uud den Dop- 
pelpunkt Fj. Die dritte Curve schneidet, da der Winkel 180" in 
den Windungspunkten hier in 90" übergeht, rechtwinklig durch die 
beiden ersten Curveu und geht durch die Punkte F, F', und Fj F',. 

Man kann von einer solchen Figur wichtige Sätze Ober die 
vorliegenden Functionen ohne Weiteres ablesen. Dies soll an Fig. 49 
^]r H IE3 3 geschehen, wobei stets die Verallgemeinerung leicht aus- 
zusprechen ist. n ^ Hfni Nllllp iinlfti» d<»r y.V.hann pntaprf.i-li<.|piliin 

Punkte in g sojlcn_dabeLJ^tcge^»A:te-heiaflen. 

Hat die Function 3'™ Grades zwei gleiche Wurzeln, ist sie , 
also von der Form {s — a)' . [z — h), so iüllt einet der WindungSj; 
pu nkte in den \ullpunkt. Dann geht auch der eine Verzweigungs- 
scutitt von Null aus. Einfache' Umkreisung des eutsprecheuden 
Wurzelpuuktes der ir-Ebene auf kleinem Kreise gJebt also einen 
doppelten Umlauf um den Nullpunkt der Z-Ebeue, bei dem die 
reelle Axe zweimal auf der positiven, zweimal auf der negativen 
Seit« durchschnitten wird. Setzt man also 
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•0 verscbwindet da« VerhUtniaa -^ bei dieser Wandernng sweimal 
Kwei mal. Hat demaach die Gleichuog n*" Grades m gleiche Wur- 
«In, so ist im Nullpunkte ein Wiadungspunltt (m — 1)*« Ordnung 
vorhanden. Einfache Umwanderung des entsprechenden Wnrzel- 



Bchwinden. Dies ist der bekannte Cauchy'sche Hilfasatz*), dessen 
Beweis steh hier ganz rou selbst ergiebt. 

Hat hingegen die Function 3*** Grades drei gleiche Wurzeln, 
so fallen F, und Fj zusammen nach dem Nullpunkte der ^£bene. 
Dabei muss auch f'{t) 2 gleiche Wurzeln haben, denn die Win- 
dungspunkte ergeben sich aus f'[g)^0. Umgekehrt aber folgt 
BUS 2 gleichen Wurzeln von f'(e) nicht, dass auch /*(«) gleiche 
Wurzeln habe, denn das Zusammenfallen von F, und F^ kann 
auch anderswo, als im Nullpunkte stattfinden. 

Man sieht aber sofort ein, dass, wenn ^(.e), der Differenüal- 
quutient der Function n'" Grades, m gleiche Wurzeln hat, t» Win- 
dungspunkte 1'"' Ordnnng zu einem solchen m'" Ordnung irgendwo 
zusammen fallen, so dass (m -]- 1) Blätter im Zusammenhange stehen. 
Dem Verzweiguugsschnitte, lüiigs dessen dieselben ineinander über- 
gehen, entsprechen dann in der z-Ebene m -\- l Curreuarme, die 
sich im entsprechenden Punkte unter Winkeln ■ . Grad treffen. 
Dies Alles steht im Einklänge mit § 40. 

Also: Das Nullwerden höherer Ordnung des Dilferentialqao- 
tienten giebt Verzweigungspnnkte höherer Ordnung. 

Es können auch gruppenweise gleiche Wurzeln in f(e) vor- 
kommen. Diiun hangen die Blätter der i^Ebene im Nullpunkte 
gruppenweise zusammen, und zwar in jeder Gruppe so viel, als die 
Anzahl der übereinstimmenden Wurzelwerthe beträgt. 

Daraus, dass die Function x"" Grades » Wurzeln hat, kann 
man auf ihre Zerlegbarkeit in n Factoren scbliessen. Man kann 
zwar auch auf functioneutheoretischem Wege auf die Identität 
zwischen 

e' + a,«'-' + Oj«"-* + ■ ■ ■ + On-i^ + "■ 
und 

(«-«,)(»-«,)■••.(»-«.) 

gelangen. Jedoch sei in dieser Hinsicht auf die gebräuchlichen 
Leb r blich er hingewiesen. 

*) Vergl. lB. Serret, Handbuch der Algebra, AberMtet von Wertheim. 
Bd. I, 8. ee. 
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Setzt man die Zerlegbatkeit voraiu, ao kuia nutn di« obigen 
Betnichfauigen wiederholen, indem man die Ebenen der Functionen 
(je — «,), (« — ff,), '. . . . (t — ff.) auccesaire miteinander molti- 
pHcirL 

§ Sl. Transformation der Kreisschaaren and Strahlenliflwhel 
um resp. durch den Nallitunkt der if- Ebene. 

Zwischen der ^Ebeue und jE-Ebene beateheu wieder die Be- 
ziehungen 

1) 2 — /•(!!) — ü- + a,r'-' + a,«--»-l o,_,«--' + o,, 

oder 

2) i+ri_0 [! + ,(- (.. + (),.■)], 

wo die Griiesen a^-\- ß^i die Wurzeln bedeuten. 
Die umgekehrte Function sei 

3) x-\-yi-<p(X+Yi). 

Zunächst werde gefrt^ welche Cnrven der r-Ebene dem Strahlen- 
büscbel durch den Nullpunkt der ^Ebene nebat concentrischer 
KreisBchaar entsprechen. 

Die conjugirte Function xu 2) ist 

4) X-Yi-fl[x-,i- (..- p,i)\. 
Durch Multiplicatiou folgt am 2) und 4) 

5) X=+Y'-J7[i + ,i-(.. + (l,0]. [»-»•-(«.-/>.•■)] 



-Z7[('-«')' + (»-W3- 



Jeder Factor des letzten Auadmcks stellt das Quadrat des Radius- 
vectors pg vom Wnrzelpuukte a, -{- ß,i nach dem Punkte x -\- yi 
dar, so dass man nach beiderseitiger nadicimng auch sohreibeu kann 

Folglich: Dem Kreise R — c um äen NuUptinJU der Z-Ebette 
entspricM die Curve p, . p, . . .p, — e der M-Ebene, deren Badii 
vedores von den Wureelpuukien der abbildenden Function Z ^ f{t) 
ausgehen. 

In der Form , .. \- 
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oder 

n -rjg lg [(«-».)' + (» -/>.)•)-«, 

genflgt die linke Seite diewr Corrflngleichnng der Differentiiil- 
gleichung Au ■" 0- 

Dirisioa der Gleicbangen 2} und 4), Logu-ithmirong und Za- 
setznng dei Factors ^ führt auf die Gleiobung 

„. i .X+Yi ~ I . inf » + y<-(«, + U,0 

8) Ti '8 X-'Yi - «7 '8 IJ ^— yi--li. - p,7, 

" ^^ Si '8 a: - yi - {«. -p,fl' 
oder hbcIl der Bchon Sfter angewandten Formel 



8») arctau-J— 2" 



arc tan ~ 



Setzt man statt der Bogen einfach die Neigungswinkel der obigen 
Kadii vectorea ein, was ihrer Bedeutung entspricht, so iindet man 
schliesslich 

9) e_-^, -|_fr^-j [.*,. 

Dem Strahle^nisckel S ^^ y durch den Nullpunkt der Z-Ebene ent- 
sprechen also in der t-Ehene Curve» von der Form 

*. + *, + ■■■ + *- = y, 

tüohei die 4- die Bichlungswinkel der von den Wurtdpvnkten au^ 
(fehenden Itadü redores sind. 
In der Form 

10) yjiircbiQ~^~.y, 

die sich nach 8) mit Hilfe des Imaginären auch logarithmisoh 
schreiben läsat, wodurch sie der nach 5) imaginär geschriebenen 
Gleichung fftr die Gurren 7) ganz analog wird, genflgt die linke 
Seite der Differentialgleichung Au — 0. Die Curven 9) sind die 
Orthogonalschaar zu 6. 

FUr den Fall » >> 2 erhält man die Cassini-Curreu oder Lem- 
niacatea i>i . ft ^ c und die gleichseitigen Hyperbeln #i + *j "=■ y. 
£a liegt also nahe, auch hier ron Lemniscaten, <a}id^J^fpeiA<^ »■'^ 
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Ordnung za reden, jedoch mOssen BJa wegen tler beliebigen Lage 
der » „Brennpunkte" als irreguläre bezeichnet werden,*} 

lu beiden Ebenen entsprechen sich ganz sUgemeiu die Curren 
f f{R, ») - 

11) und 

I nCP.i», ■•■Pn), {», + », + ■■• + *.)] -0, 

wo f irgend eine Function — nicht etwa daa besprochene /*(«) — 
bedeutet 

So geht z. B. die Gleichung der logaritbmischen Spiralen 

ober in 

12) j,,;,,...j,._«i». + ». + - • + ».. 

Die isogtMtalen Trajedorien der isoütermischen Sehaar irreffulärer 
Lemniscaicn oder Eifperbeln n'"' Ordnung folgen also dem Gesete, 
dass die Wiuhelsvnime arithmetisch wäclist, sobald das Produet der 
■ Radii vectores sieJi geomctrisdi ändert. 

Sie sind die Diagonalcurven des isotbernÜBchen Rechtecksnetzes, 
welches entsteht, wenn man den Parametern c und y der Gleich- 
nngen 7) and 10) VVertbe giebt, die in der früher besprochenen 
Weise arithmetischen Keihen folgen. Ihre Eigenschaften lassen 
sich ans denen der logarithmischeu Spirale ableiten. Hat die Func- 
tion Z — f{z) gruppenweise gleiche Wurzeln, ist z, B. 
13} /■(r)-(Ä-ß,)-.{«-«s)-.... (*-«,)-, 

so gehen die Kreise ü ■» c und die Geraden -™ f der Z-Ebene 
in folgende Gurren über: 

14) ^,-.p,'-'...j*,-'"^c, 

15) *», *, + »ij#, 4- . . ■. + m.*, — y. 

£s fallen nämlich jedesmal mehrere Badii vectores zu einem zu- 
sammen, und zwar 3 -|- 1 bei einem Windungspunkt« 9**' Ordnung, 
in dem eben q-\- \ Blätter zusanuuenhäugen. 

Abgesehen von den SpecialfUllen , die durch das Zusammen- 
^llen der Wurzeln entstehen, ist demnach der Vertauf der beiden 
Currengruppen aus Folgendem zu entnehmen. A-,, Ä j ,_^, A, seien 
die Wurzelpunkte der >Ebene, die dem Xullpunkte .^ der^Ebene 
entsprechen, J^pl^ . . . r',_i seien die endlichen Windungspunkte 
der ^-Ebene, nach ihrer Entfernung vom Nullpunkte geordnet 
Jedem derselben entsprechen in der jr-Ebene n Punkte Fa(">, von 

*) Darboni, der in Bd. IX der Annalea von Bordeauz dietelben Cat- 
Tta bebandelt, beceiclmet lie all Cauionidea, 
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denen iwei zu ei nem Kreutumspuntcle*) zu aammenfalloa. in dem die 
eutsprecbenden Winkel der ^-Ebene halbirt erscheinea. [Diviiion , 

r dea Winkel» durch 3 findet beim Kreuzungapunkte 2*" OrdnnngA^^^«^ 
Rtatt, Diviiton durch m + 1 beim Kreuzungepunkte m**' Ordnung.j 
Einem verHchwimlend kleinen Kroiso um den Punkt A der X*Ebene 
entsprechen n kleine Kreise um die Wurzelpunkte der «-Ebene. 
Man lasse den erstgenannten Kreis anschwellen, dann geschieht 
dasselbe mit deu n Kreisen der e-Ebene, nur haben dieselben das 
Streben, nach den Kreuitungspunkten hin sich zu 0?alen zuzu- 
spitzen. Passirt der Kreis der if-Ebene den nilchsten Verzweigungs- 
punkt K, , 80 vereinigen sich zwei der Orale zu einem Linienzuge 
nach Art der gewöhnlichen Lemniscate. Die Schleife bildet in dem 
Kreuzungs punkte, der Kj entspricht, Winkel von 90*. Wächst der 
erstgenannte Kreis weiter, so schwellen die restirenden n — 1 Cur- 
venarme an, bis sich beim Passiren von F, wiederum ein Oval mit 
der bereits einen Kreuzungspuukt u m seh li essenden Curve vereinigt. 
So geht es weiter, bis endlich alle Kreuzungspunkte umschlossen 
sind und der einfach geschlossene Linienzug sich mehr und mehr 
der Kreisgestalt uUhert. In Figur 53 ist dies schematisch fdr den 
Kall » — 3 dargestellt. 

Das Verhalten der Hyperbeln n*" Ordnung, die dem Strafalen- 
bOschel durch Null entsprechen, ist folgendes: Da die unendlichen 
Bereiche sich ebenso, wie bei der Abbildung Z ^ ?" entsprechen, 
so hat jede Hyperbel »*" Ordnung 2« unter gleichen Winkeln — 
aufeinander folgende Asymptoten**). Im Allgemeinen hat die Curve 
n von einander getrennte Arme. Die Asymptoten eines jeden 

* schliessen den Winkel -- ein, Passirt aber die Gerade der Z-Ebene 
einen Verzweiguugspunkt, z, B. Fj, so treS'eu zwei der n Curven- 



•) Der Name ist der während dei Drucks erschienenen Schrift voa 
Klein: „üeber Riemaun'e Theorie der algebraiecbeu Functionen und ihrer 
Integrale", LeipEig, 1882, entnommen. • 

**) In Figur &S üt angenommen, du« die Asymptoten sämmtlich darch 
tinen Pnnkt, den Schwerpunkt der Punktgruppe, geben. Diese Vermntfaung 
finde ich während der Correctur besttltigt- durch Einblick in einen Aufsatz 
von F. Lucas im Journal de l'Scole polytechniqne, XLVI, 18T9: „Geometrie 
des polynoroes". Zu eingehender Erörterung Fehlt hier der Raum, Der Be< 
weis wird dadurch erteitigt, daas die Gruppen von Wiirzelpunkten, welche 
unserer Function f(i] und den Functionen [f(t) — l] entsprechen, s&mmtlich 
gemeinschaftlichen Schwerpunkt haben, da in sämmtlichen Functtonen dieser 
Art f-' denselben Factor hat, folglich die „Summen der Wnrzelpuokte" 

S ("n+I^k*) in allen gleich sind. Verlegt man also, den Co ordinalen anfang 
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arme im enttprcchesden Kreuzangspunkte säMmmen, wo jeder eine 
Ecke TOB 90" eriiält, so dosa ein Hcheinbaret Durcbkreazen unter 
00" 8tatt6ndet [In KreuzuQgspnnkten h&berer OrdnuDg treffen t 
mehrere Arme anter entsprechend Vleineren Winkeln Eusammen.] 

Figni* 52 veranechaulicht auch dieses Verholten fDr n ■- 3, 
Ei int willkOrlich angenommen , dass die Windungspunlcte F, und 

Vf auf der reellen resp. imaginüren Aze liegen, dass auch die Yer- 
sweigongsscbnitte in den beiden Axen liegen und in positiver Rich- 
tung nach dem unendlichen Punkte gehen. Wie die ^-Ebene hier 
in Quadranten eingeÜieilt ist, so zerlegt sich die jr-Ebene in Thoile, 
deren attymptotische Grenzen unter 30° aufeinander folgen. F, und 

Vj sind die Kreuzungspunkte der i-Ebeno, wahrend K,' und K,'' 
die isolirt bleibenden Punkte (ohne weitere Bedeutung) sind, die" 
auch den Punkten V, nnd Vj der 2-Ebene entsprechen. Ans den 
gleichnamigen Buchstaben ergeben sich die wesentlichen Beziehungen 
A>eider Ebenen. Die Ourve £, V^Bj grenzt den Theil ab, der etwa 
dem obersten Blatte entspricht, die Gurre D, F, i>j grenzt den dem 
dritten Blatte entsprechenden Raum ab. Der liest zwischen beiden 
verbleibt dem Mittelblatte. Der dem obersten Blatte entsprechende 
Theil ist vertical schrafBrt, der dem untersten entsprechende hori- 
zontal, der Mitteltheil ist unschraf&rt geblieben. 

In ähnlicher Weise kann man bei jeder Function n**" Grades 
diese Hyperbelti »*"' Ordnung zur Festlegung der Verzweigungs- 
fichnitte benutzen. Nur wenn auf derselben Geraden durch Null 
mehrere Verzweiguugsputikte liegen, wendet man besser andere im 
uächsten Abschnitt zu besprechende Hyperbeln ny" Ordnung an. 



n&ch dieBsm Schverpnnbte. bo TerBchwindet für alte lolche Functionen der 
Factor von f-', ako auch für alle Glieder (n— !)"■ Qradei in dem tranifor- 
mirten Anadracke ~ — tan s reap. y - ^ --' — tan «, von denen der letztere 

«rst im n&chBt«u Abacbnitt behandelt wird. DarauB Khlieigt Lucai auf dos 
Znaammentreffen der Ai^mptot«!!. Die Bemerkung ist jedenfalla von weiter- 
gehendem Interesse, da die Tbeorie de« Schwerpunktei lu der Lebxe von 
den algebruBcben Gleichungen in eigenthamliche BetiehuDg gesetzt wird. Da 
die Asymptoten der einem StrahlenbaBcbel entsprechenden Curven eine regaU 
mäsiige Bterntörmige Anordnung erhalten, bezeichnet sie Lucas alt „Stelloi- 
deti". Unsere Figur enthält die von Lucas gegebenen als SpecialfUlle. In 
den Comptea Rendui vom 37. Mära iSBä, in den Bulletins de la Soci^t^ de 
Pbyiiqae page 29&, nnd im Journal de Fhyaique von 1882 sind die Lucai'- 
•chen Specinlfiguren vo n Gnebbard reproducirL In Fig. S der Abhandlung 
in den BolletJQB e. B. ist eine Sjmmetrieäxe^ angenommen, wodurch erreicht 
wird, dasK das Vereinigen der drei Ovale zu einer Curve gleichzeitig statt- 
findet. — Wäre mir die Lucas'scbe Arbeit früher bekannt gewesen, so würde 
ich dem Capitel X noch maucbe Bemeckuug sugefOgt haben. 
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Die hier erSrterteD Carrernyateme haben onn folgeode phy- 
■ikaliio^e_.Bfideutung: 

1) Ib eine uobegreaste ebene Platte a^me in den Paukten 
(kleinen Kreisen) a„ a,, ... a, Etektricitilt ein^ und zwar dberall 
gleich stark, während sie im unendlichen Bereiche abgeleitet wird. 
Die Cnrven gleicher Spattnnug sind dann die irregulären Lemnis- 
caten n**' Ordnung 

Igft-Pj.-.IU — «» 
die StrdmuQgslinien hingegen sind .die Canren 

»I + *i +•••+»-- y. 

2) iHt eine dieser Hyperbeln positive, eine andere negative 
Elektrode, so sind die Bwiachenliegenden Hyperbeln Spannungs- 
curveii, die Lcniniscaten hingegen Stromlinien. Die Wurzelpunkte 
erhalten also die Bedeutung Ton Wirbelpunkten. 

3) Qiebt die eine Punktelektrode m, Stromeinheiten ab, die 2^ 
Wj, die 3** tttg etc., so sind die Spanuungscurren Ton der Form 

IgJ»!"* •!>»"■■■ .J^.- — e, 
die Stromlinien von der Form 

f»! *| + «l,*i + • • • + «tm*« — y. 

Die Intensität der aus der Elektrode strömenden Elektricität hängt 
also zusammen mit der Ordnung des betreffenden Windungspnnktes . 
und der Anzahl der im Nullpunkte zusammenhängenden Blätter. 
Man hat genissermassen mebrfnche elektrische „Belegungen". 

4) Die Rollen beider Cur veuschaaren vertauschen sich, wenn zwei 
der le^tgenannten Gurveu entgegengesetzte Elektricitäten aussenden. 

5) Selbstverständlich kann man auch eine der Le'mniscaten zur 
Einströmungselektrode, eine andere derselben Scbaar zur Ablei- 
tiingselektrode machen. 

Die entsprechenden Wärmepro bleroe und hydrodynamischen 
DentuDgen werden dem Leser Überlassen. 

)t 83. Tranaformfttion beliebiger Kreissehaaren und 
StrahlenbOsdiel der ^-Ebene. 

Um zn sehen, iu welche Curven die Kreissehaaren um einen 
Punkt a -f &i der iT- Ebene und die Strahlenbüschel durch den- 
selben Übergehen, setze man, dem Obigen entsprechend, 

1) z+ «-(,. + »()-/■ (» + »•) -(■• + »•■). 

also auch 

2) X~ r.- _ (o - 60 - /•(« - !/i) - (a - 60, 

und denke sich die rechten Seiten, die wiederum ganze rationale 



Functionen »"■ Grades mit 1 als Factor der hSchsten PoteOK sind, 
in ihre n Pacloren zerlegt. Siiid nun die neuen Wurzeln der reell* 
t«D Seite von Gleichung 1) durch Xg -^ ftat ilorgeBteltt, also die von 
ä) durch X^ — [tr i, und multiplicirt uud dividirt man wie oben Doter 
Znordnnng conjugirter .Factorea, so erhält man, wenn nach der 
Dirision wieder die obigen Zusüize gemacht werden: 
3) J!'-(I-n)' + (r-!.)' 

- n K' - »■>' + <»- c.)'l - <-P'P' ■ ■ ■ r-l'- 

- Z, =i '8» -,.- (1. :--JCÜ *'+*■ + ■••+*■ ' 
wobei die Radii vectores von den neuen Wurzelpuokten X« -{- fi^ i 
ansehen, die übrigens auch durch q>(a -\- hi) deßnirt sind. Also; 

De« Kreisen R ^ c um einen Punkt a + 6 i der Z-Ebene ent- 
spredien irreguläre Lenmiscafen n'"" Ordnw^ um die n dureh 
tp{a -f- bi) repriisenlirfen PunMe, den Geraden © — . y dureh jene 
Puiihte die irregulären Mi/perbeln n'"" Ordnung durch die entapre- 
Aende PwnJdgruppe. 

Die Gleichungen der leiden Curvensclutaren , die wiederum Ortho- 
gonaJe Isotltermensysteme sind, habe», wie oben, die Form 

5) i>ij>i Pn~C, 

6) e, + fr^ + ... + *._y, 

ibre isogonalen Trajectorien haben gleichfalls die obige Gleichung 

7)' PtPf .p,— cx»- + ^+"+»-, 

und den Gurren ^(ü©) — der 2-Ebene, deren Polarcoordiuaten 
sich auf einen beliebigen Funkt a-^bi beziehen, gehen wieder 
über in Curven 

8) *[(P,I>, •• •!>.). (»,+»,+ ••• + ».)]- 0, 
deren Radii vectores von den Punkten 91(0 -f- bi) oder den-Wurzel- 
punkten von /{x -\- yi) — (a + bi) ausgehen. 

Passiren Kreis oder Gerade einen Windnngspunkt , so entstehen 
wieder die beBprocbenen Durchschnitte der Cnrrenarme in der 
i'Ebene, also für alle Gurren dieser Art in denselben Punkten. Ist 
<ler Ereia nm einen Windungspunkt (m — 1)*^ Ordnung geschl^en, 
Bo tritt der Factor g^ oder der Winkel m», in Gleichnng 5) resp. 
6) ein. Auch die Qbrigen GestaltungsTerbältniase sind ähnlich, wie 
Torher. 

l:.„_,.,G00qIc 
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Nach äiesm Jtemerbungen lätat tieh die geaammte Oeomelrie des 
Kreisea, der Geraden, der prtrjectiviai^tm (^Äiltle tic. wt dieses neue 
Cfebief Unmiaeatischer Oecntetrie Ühertragen. 

Nor einige Beispiele eeien ' angefahrt. 

Die Oleichnngen ~- — e und ip —x^y, deren fUdü Tectoree 
von xwei Punkten a-^bi ond o, + &(( auigehen, stellen zwei 
orÜiogonale Kreisschaareu dar, von denen die letztere durch die 
beiden Punkt« geht Folglich: 

Zs/ tf{'^ ^*^ UnHiehrung einer ganten rationalen Fttnction 
fix -f- y*) obiger Art, wnd sind tp{a -\- hi) und 91(0, 4' &1O ^*i>^ 
Panktgruppen der B-Ebene, so steTUn die Qteichungen 

^) ffi?f .. .9« "" ''' 

10) (y, + y, + . . . + V,) - Cz. + z» + • ■ ■ + Z-) - y 

twei Orthogonalschaaren irregulärer Lemniscaten n'" Ordnung dar, 
von denen die letefere Schaar durch beide Punk^ruppen geht. 

Die Gleichung der zugehörigen isogonalen Trajectorien lautet: 

' 4i 9i ■ • ■ 9. 
und ihre Eigenschaften folgen ana denen der isogonalen Trajectorien 
des Kreisbtlscbels. 

Die Gleichung der Geraden 9 ■■ y durch den Punkt a + fri 
lässt sich fQr beliebige andere Punkte auf ihr in der Form 9 ■» }• 
acbreiben. Folglich: Die Hyperbel n'" Ordnung 

*, + », H h *, - y 

durch die Punktgruppe 91 (a 4* ^0 hat in Besug auf unendlich 
viele Punktgruppen <p {a, + &■ i), durch weldie sie geht^ dieselbe 
Gleichung. 

Die Gleichung eines Kreises kann in Bezug auf beliebig riele 
paarweise zusanunengehörige Punkte in 'der Form — ■■ c geschrie- 
ben werden, oder, wenn die Punktpaare in gleichem Abstände auf 
der Kriisperipberie gewählt werden, in der Form ip — j; t-. y. Auch 
dies läset sich in leicht auszusprechender Weise auf die irr^u&en 
Lemniscaten n*" Ordnung Qbertragen, 

SpecialfSlle fQr die Curven 9, 10 und 11 treten ein, wenn 
Windungspunkte su Ausgangspunkten der Radii vectores werden. 
Dann treten einzelne der letzteren in h&heren Potenzen auf, wSk- 
Halcinallai, itogaul* Virwandtubaftta. 14 



rend die Winkel tp reep, x mit der entsprechenden Zahl maltipli- 

cirt erscbeineiL 
, Eine physikalische Deutnng der Carven 9) nud 10) ist folgende: 

I Strßmt in den n durch q){a-^ht) definirten Punkten \Elektricität 
gleich stark in die onb^renzte Platte ein, und wird sie in dem 
\ durch 91 (a, -f- &,t) gegebenen Punkten abgeleitet, so sind die Gurven 
i 9) SpannungBcnrven , die Gurven 10) Stromlinien, Strümt Elektri- 
j ütät durch eine der Gurven 9) oder 10) ein, durch eine der Gurven 
; 9) oder 10) ab, so stellen die zwischeniiegenden Gurven der einon 
Art die Linien gleichen Potentials dar, die der andern Art die 
I Stromlinien. Auch je zwei der Gurven 11) können als entgegen- 
gesetzte Elektroden verwendet werden. 

Die wichtigeren Eigenschaften dieser Gurvsaschoaren und die 
Uebertr^piugen der projectivischen Beziehungen kann man zum 
Theil direct aus den Betrachtungen des vorigen Gapitels ablesen, 
nur treten an Stelle der regulären Polygone nnregelmässige Figuren. 
Volle Willkür werden erst die Betrachtungen des folgenden Gapitels 
geben. 

Seickhiien ührigcns f wul f, gante ratiotiaJe Fitnctionen n'" 
resp. Mi"* Grades, tp und q), iht-e ümkelirungm , so vei-nnttelt die 
Function 

12) X+Yi-r,[flx + )ij\ 

eine mehrdeutige isogonale Verwandlschaß zweier Ebenen, bei tvelclier 
je n Punkte ^(a -^ hi) der einen m Funhten 9), (a + hi) der arulem 
entspreclien, während jedes Büsclid irregulärer Lemniseatcn »'"■ Ord- 
nung durch die erste Punktgruppe in ein solcJies m"'" Ordnung durch 
die sweite Gruppe übergeht utul auch die orthogonalen Lenmisaiten- 
sduiaren »""■ und m'" Ordnung einander cntspreclun. 

Zahlreiche Sätze über diese allgemeinere isogonale Verwandt* 
Schaft lassen sich aussprechen, sobald man eine Hilfsebene £ •« £ + 1} J 
den Abbildungen 

X+ r» — 9, (6 + 1)0 nnd « + tft — v(6 + »i») 
unterwirft. 

Es bliebe noch die Frage Übrig, in welche Gurven die Kreis- 
schaaren und Strahlenbüschel der f-Ebene bei der Abbildung Z^^(«) 
übergehen , sobald f{z) eine ganze rationale ll^inction ist. Wie schon 
bemerkt, lässt sich diese Frage nur dann eingehend beantworten, 
wenn man im Stande ist, die umgekehrte Function e ~^ tp {Z) ex- 
plicit darzustellen. In Folge dessen lässt sich nicht viel mehr AU- 
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gemeines Hagen, als in den Paragraphen 41 und 43 angegeben ist. 
Die auftreteuden RQckkehrpunkte aber, ebenso die dieselben um- 
gebenden Schleifen sind dureh die Untersuchungen aber die Win- 
dungtpunkte bereits klar gelegt. Die Fälle m&glicher expliciter 
Darstellung fahren auf Curvenscbaaren, die einer ToUsföndigen Be- 
handlung fiihig sind und als irreguläre earäündiscke Curvensysteme 
• höherer OrdtMiy bezeichnet werden können. 

Kinematische Betrachtungen', Aufgaben Ober conforme Abbil- ■■ 
dang gewisser Flüchenräume auf einander, Transformationen com- 
plicjrterer physicalischer, t. B. electrodjmamischer Probleme etc. | 
könnten in derselben Weise, wie in den vorheigehenden Capiteln, \ 
angeknOpft werden. Wir Dberlassen die Behandlung solcher Uebtiugs- | 
beispiele dem Leser. 

fi 83. LitterAtnr. 

1) Den Gegenstand dieses Capitels behandelte der Verfasser in 
derselben Weise, wie hier, im Programm 18Ö0 der Königl. Gewerbe- 
schule zu Hagen, dem auch die Zeichuung der altgemeinen drei- 
blüttrigen Kiemann'schen Flache entnommen ist (Fig. 49). 

2) Die mehrfach citirten Abhandlungen Ton Hildebrandt und 
Guehhard geben einige Specialfälle der betrachteten Carren- 
schaaren durch Zeichnungen wieder. 

3) Die hierher gehörigen Arbeiten von Lucas und Darboux 
Bind bereits citirt. 

4) Die Methode des § 79 -hängt zusammen mit der, welche 
Kinkelin in einem Aufsatse: „Neuer Beweis des Vorhandenseins 
Gomplexer Wur/cin in eiuer algebraischen Gleichung", Mathem, 
Annalen, I, S. 502, anwendet. 

ö) In letzterer Arbeit wird folgende Zusammenstellung der Litte- 
ratur Ober den Fundamentalsatz der Algebra gegeben: Erster Beweis 
von Gauss, 1799 (Werke, Bd. 111, 8. 1), Cnuchy (1821, Cours 
d'analyse, S. 331), 2"-' und 3'" Beweis von Gauss (1815 und 1816, 
Werke, III, 8. 31 und 67), Serret (Cours d'algl'bre superieure, 
1866, Bd. I,.S. 97), Ülherr (Crelle's Journal, 31, S. 231) 4'" Be- 
weis von GausR (1849, Werke, III, 8. 70). Im Crelle'scfaen Journal 
befinden sich noch andere, zum Theil auf geometrischer Veranachau- 
lichuug beruhende Beweise. Gordan sucht in Bd. X der Matliem. 
Annalen S. 573 den 2"" Beweis von Gauss zu vereinfachen. Im 
Uebrigen vergleiche man die Lehrbfleher. 

6) Die in § 47 angegebenen Lehrbücher Aber die Theorie der 
Functionen coniplexen Arguments geben sämmtlich Absehintte tlber 
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iw ganzjen müoiialen FunctioneD. Auf die hier angedeuteten geo- 
mebiaclien VerhöltniBse wird jedoch nirgeuds in hinreichender Weise 
eingegangen. Gerade hierdurch aber vird das wichtige Gebiet der 
alltugroEsen Abstraction entrückt, die auf den Anfanger stets ab- 
Bcbreckend wirkt. Klein macht in seiner neuesten Schrift „Ueber 
Riemonn's Theorie der algebr. Functionen" die physikalischen Deu< 
tuDgen zum Ausgangspunkte der ganzen Betrachtung und gewinnt • 
durch diese VerauschauUchung viel für die Verständlichkeit des 
Ganzen. 



Elftes Oapite). 
Abbildung mittels gebrochener rationaler Functionen 
und ihrer Umkehruugen. 

S M. Die irregaiaren Lemntseaten und Hyperbeln von der 
Ordnung — , welche zum Nullpunkte der 2-Ebene gehSreu. 

Die abbildende Function sei 

wo 91 und 9>, ganze rationale Functionen vom n*™ resp. m*™ Grade 
und, deren höchste Glieder r* resp, t" der Einfachheit halber wieder 
den Factor 1 haben m5gen. 

Die Umkebrung der Function sei 

2) « — V(2). 
Nach vorigem Capitel ist 

jy [«+,(- (.,+/),«) 

3) x+ri—~ , 

/7 [* + »'- («. + ».*)) 

wo die ttm-\- ßwi die Wurzeln der l*\inction 91, dteas-f-fta« die der 
Function 91, bedeuten. Die conjugtrte Function ist also 



r/i« 



-COl 
. yi — isi- 



m 
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Durch Multiplication und Diviaion , letztere verbunden mit Logarith- 
niining und Zneetznng den Factors ^, erhält man, wie im Torigen 
Gipitel, ans den Gleichungen 3) und 4) folgende; 

JJ[(s -a.y+di-K)-] 






,« 



-2.. «'Ki - 



— (»1 + ». H h ».) — (li + «1 H h ».)• 

(Die Abweichungen tp dürfen nicht mit den Functionen tp und ^^ 
in Gleichung 1) verwechselt werden. Die Buchetaben wurden wegen 
der Analogie mit dem Frflhereu beibehält«».) 

O^UM also die Radü vedores pn von n wUlkürlicben Punkten 
<'(+/'it* ^ e- Ebene, die Radii vedores g. von m wiWcürlichen 
Funkten a, -^bmi aus, so lassen sich die dureh die Gleichuni;en 

^ ^ ji ft ■ . . «« 

8) (9i + Vi + --'p~)--ih + x,+ --'\-u)'-r 

dargcateiUen CurwMsifstcme durch die Ahbüdut^ mitiels der Function 
Z — f{x) •- ~- von der Form 3) in ein System von Kreisen lg .fi ■— e 
und Geraden (i ~ y um resp. durch den Nv^mtlU dar Z-Ebene 
verwandeln. 

DaraoB folgt, dass die Gurren 7) und 8) orthogonale laothermen- 
Bchaaren sind, welche die e-Ehcne in ein „ähnliches RechtecksBystem' 
eintheileo, sobald die Parameter c und y arithmetische Werthreihen 
annehmen. Im Anscbluss au die Bezeichnungen der früheren Capitel 
sollen sie als irreguläre Lemniaeaten resp. Hyperbeln iipn der Ordnung 
- [im FaUe m » n von der Ordnung ~ j beeeicitnet werden. 

Fahrt man in ihre Gleichungen Cartesische Coordinaten mittels 
der Beziehangen p, — V(^ — '<«)*+(y — ^«)*» 

_._ y -ß. y — 6» 

5, — (/(ar — o,J'H-(y — &■)*, 9»,— arctan^-^U^, Xn — a"itau ^_ 
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ein, BO genügen die Iinkeu Seiten ?on 6) nnd 7) der partiellen 
Differentialgleichung A»""0. 

In beiden Ebenen entsprechen sich alao die Carren 
I /■(ü,S)-0 

9) ""■ 

\f^~.^l.{(.'P.+f'+-+i'.)-(x,+i.+-+t.))]-o. 

So gehen z. B. die logarithmisclien. Spiralen R^cJ^ Ober in die 
isc^onalen Trajectorien der .Cnnren 7) und 9). Ihre Gleichung lantet: 

10) F^i'*'-P ' _g, j'»'+*'+"+»»>-'jr.+j'.+ -"+jr») 
•' Si ■ 3» ■ ■ • 9« 
Treten in den Functionen «p{t) und ^f(t) gruppenweise gleiche 
Wurscin auf, d. b. kommen die Factoren x + yi ~ {a, -{• J)«*} 
resp. x + yi — (a,, + &,t) in höheren Potensen v. resp ft. vor, so 

gehen die Gleichungen 7) 8) 10), wenn 91 vom Grade ^Vg, ^^ 



vom Grade ^(x» ist. Ober i 



W-- 



13) ;=^ — — ckr=' '=' 

Um das Wesen der CurveBschasren 7) nnd 8), 11) nnd 12) 
vorEufig zu reranscbaulichen, sollen einige elelctrodynamiscbe Deu- 
tungen Tersucht werden, die sich daraus ergeben, dass man den 
Zustand der ^-Ebene, in der z. B. im Nullpunkte Elektricität ein- 
strSmt, im Uuendlicben abgeleitet wird (und zwar in sKmmtlicben 
Torhandenen Blüttern) , conform auf die e-£bene mittels jr^^(^), 
der umgekehrten Function von ^ «■/'(«), aberträgt 
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■) Zun&chst iH>i m — », Uuju wird Z ^ f{g) — ^^ n mal 0, 
und EWU für 9)(«) -■ 0, d. h. für die n Wnrselpunkte a. -|- $»*, 
nicht aber fUr jr»oo, da dano p{f) und 9>,(f) beide gleich hoht/t 
Ordonng unendlich werden. Die n EinstrSmungBpunkte der Elek- 
tricität sind also die Punkte a^+ß^i. Fernen wird Z anendlich 
grosii fdr q>i(») — 0, d. b. fDr die m Funkte a„ •{- hui. Diese wer- 
den AusBtrSmuugspankte. Folglich: Strömt in eine «ribegrenete 
Platte durcli n pwäktßrtnige willkärlich liegende Elektroden a^ + ß^i 
von gleidier Intensität Eleklricität ein, durch n andere mUkürlieh 
Uzende Og -f~ ^** <*t*^t '" ^^ /'"' ^^^ stationären Zustand die Curven 

14) Ig ;-=i — c, 

Spannungseurven, während die Linien 
StrSmungslinien sirnl. Dabei ist 



P. - K(« - «.)' + (y - A)' und 2. -j/(j:-fl,)> + {y-6,)». 
b) Von den Punkten a« -f~ f'«^ mögen melirere zosammenfallen, 
t. B. jedesmal n«, ebenso von den Punkten a^ -f fr.j jedesmal /«„ 
dann' strömt in den Punkten «■ -|- /)«t die Elektricit&t in Intensi* 
tüten ein, die sich rerhulten, wie die ganzen Zahlen V|, Vj* . . . v,, 
in den Punkten Ou +b»i strömt die gleiche Quantität aus in Inten- 
sitäten, die sich verhalten, wie die ganzen Zahlen (^^, ftj, . . ,, (t^- 
Die Spannungscurren und Stromlinien sind dann durch folgende 
(ileichiingeu dargestellt: 

W) lg 'iSl e, 

&■" 

17) 2*''f' ~ 2l^'^ ~ y' 

woh^, jedoch die Summe der v, gleich der Summe der ^» sein muss. 
Dabei treten in der ^Ebene näher zu besprechende Verzweigunga- 
punkte, in der «-Kbene Kreuzungspunkte auf. 
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c) Der Fall, wo « > » iat, wo also v(*) *»***• Factoren hat, 
als Vi (ß)y erledigt sich folgendermassen. 2 nimmt den Werth Null 
n mal an, und zwar in den n Wonelpunkteo «« •{- J).», di« aich 
ans fi (f) ■- ergeben, nldit aber Sfter, da für g^oo aach Z ^ oo 
gross wird, dessen Zähler von h&herer Ordnung ttneadlicli wird, als 
der Nenuer. Auch den Wertb oo nimmt Z n mal an, erstena m mal 
in den «t Punkten a« + &.t — 0, die sieb aus 91, (x) — ergeben, 
zweitens fOr den schon erwähnten Punkt t •= 00, wo ein Unend- 
lichwerden (11 — m)^ Ordnung stattfindet, welches als ein (» — tn) 
maliges 1** Ordnung aufgefasst werden kann. Ea liegen also im 
Eiidlidien die n EitistrVmuHffSputiläe tc, -\-ßxit von dm n AusstrÖ- 
mungspunkkti ahrr liegen m an den endlielien Stellen ««-f bgi, der 
Jtest von (n — »») Ausslrömui^spttnkliM liegt im üneitdlidten. Die 
8pannungscurven sind dann von der Form 7), die Strömungscurren 
Ton der Form S). Hierher gebüreu z. B. die in Capitel VllI be- 
Bprocheueu Curven lg ^^^ ^ c und ip + x — * ■" /» die in Fig- 40 
dargestellt sind. 

d) Auch hier können die Punkte gruppenweise zusammeafallen, 
wobei für die Intensitäten dasselbe eintritt, wie unter b). Man 
kommt dann auf die Gleichungen 11) und 12), bei deren Dtntung 
man also darauf zu achten hat, dass, da die Summe der v» die der 
fi( ühvrtrijß, eine ciitsi>rcelK:itde Aiuahl von Avsströmungapnntilm 
ins ünendliclw su verkycn ist. 

e) DerFallif, —/■,(«) — ^, wo der Zilbler vom i»"-, der 
Kenner vom 11**"' Grade und m > m ist, erledigt sich aus dem 
Falle c) durch ileciprocitüt, da if, •— '^ üt. Man bat nümlich n 
Ableitungspunkte an den Stellen a« + ßai, dagegen m EinstrO- 
mungsstellen in den endlichen Punkten o« -f* &■ * *^^^ ausserdem 
n — m Einstr&mungen im unendlichen Bereiche. Alle Elektroden 
sind dabei als von gleicher Intensität vorauszusetzen. Der Fall 
gleicher Wurzeln von tp oder ^j erledigt sich wie vorher. 

Der geometrische Verlauf der Gurren kann erst besprochen 
werden, wenn die 'auftretenden Winduags- und Kreuzongapunkte 
zur Untersuchung gelaugt sind, was in § 86 geschehen wird. 

§ 85. TranisforDiatiou beliebiger Strahleubttsehel und Kreis- 
schaaren der ^Ebeue. 

Um die Geometrie der ^-Ebene vollständig in die der «-Ebene 
za Qbertxagen, muss mau wissen, in welche Carveu beliebige Ue- 
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rede nnd Kreise der enteren Qbergehen. Es ergeben sich als eui- 
gprechende Cnrren wiederam irregul&re Hyperbeln und Lemuiscaten 
von der Ordnung ^. 

folgt u&mticb 

y+r.--(o + 60 -/•(«+»•■)- (1 + 60 -J^^-C«+*0 
_ »(» + yO - (fl + 6«) Ti (» + yf) . 
»il« + y») 
Hier ist der üihler viedemm eine gance rationale Function n**" 
oder m*** Qradea, je nachdem n grOeser oder kleiner als m ist. Der 
Nenner ist eine solche Function m*"' Qrades. Mau kann also die- 
■olbeu Fftctorenzerloyungeu vornehmen, wie vorher, nur ist jetzt 
der conntaute Factor des Gliedes h5ch8ter Potenz zu beracksicli- 
tigen. Bildet man ebenso die conjugirte l!\inctiou, multiplicirt und 
dividirt man in der8.elben Weise — letzteres unter Zusetzuug des 
Factors ^ nach geschehener Logarithmiiung — so erhält man wie- 
derum Gleichungen, die im Wesentlichen von der Form 5) und 6) 
des vorigen Paragraphen sind. Es entstehen also irreguläre Hyper- 
beln und Lomniscatcn von der Ordnung — oder — , je nachdem n 
grüsBor oder kleiner als m ist. Die Wurzelpunkte, die wiederum 
Ausgangspunkte der Riidii vectoros sind (EinstrSmungs- und Aus- 
HtriJmungspunkte der Elektricitüt) stimmen mit denen des § 84 
nicht Qbereiu. Wohl aber liegen die Krexizungspvvlde an denselben 
Slcllcn wie vorlter, da die abbildende Function, also auch die S£- 
Ebene mit ihren Windungspuukteu, unverändert geblieben ist. Auch 
die Beziehung 9) bleibt mit den entsprechenden Aenderungen er- 
halten. 

Unter den Sätzen Ober die erhaltenen Curveuscbaaren sind von 
charakteristischer Bedeutung wieder diejenigen, die folgenden Eigen- 
schaften der Geraden, Kreise und logarithmischen Spiralen ent- 
sprechen: Die Gleichung ^ — y einer Geraden bleibt unverändert, 
welchen ihrer Punkte man auch als Auagangspuakte betrachtet 
Die isogonalen Trajectorien eiuer Parallelenschaar sind wiederum 
eine Parallelenschaar, die des Strahlenblischels sind logarithmische 
Spiralen, im Falle 90" concentrische Kreise. Jeder Kreis Usst sich 
für unendlich viele Pnnktpaare (die auf zwei coucentrischen, anter 

■ich reciproken Kreisen liegen) unverändert in der Form ^ ^ e 

■ r^■* 
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schraben. FQr die Endpunkte aller Seimen gleicher Länge, tiao 
wieder fOr unendlich viele Ponktpure, ISsat er sich nuTerSndert 
schreiben ^ — x")'- Bei den logarithniischen Spiralen nehmen* • 
tlie Radii vectores geometrisch zu, wenn ihre Abweichungen sich 
arithmetisch üudem. Die isogonalen Trajectorien einer Schaar 
gleichwinkliger logarithmischer Spiralen sind wieder eine solche 
Schaar. 

Wie diese Satze und ausserdem die Sätze Ober Kreisbflschel, Kreis- 
schaaren, logarithmische Doppelspiralen, Ereisreihea, Bchliessungs- 
probleme, projectivische Strahleubüachel und Puuktreiheni isother- 
mische Spiegelungen etc. aus der Z-'Ebeae in die jc-Ebene ta tiber- 
tragen sind, lehren die früheren Capitel. Dasselbe gilt von der 
Uebertrnguiig beliebiger iHothermciiscliauren der if-Eboiie und von 
der Uebersetzung beliebiger physikalischer und kiiiemattscher l'ro< 
bleme. 

Die Üchcriragunff alkr Verhäittiisse der Z'Ebene in die e-Ebcne 
ist tilso miJt/licJt , sohiild man die Zcrkfftmff der Function Z »> f{t) 
in iJire Factorei% durchgeführt luif. 

Die umgekehrte Aufgabe ist zwar Punkt'fQr Punkt constnicliv 
stets möglich, da zu jedem g das zugehörige Z mit elementaren 
Hilfemitteln construirt werden kann — was bei der vorigen Auf« 
gäbe nur, in Specialfüllen geschehen konnte — , die Sätze lassen 
aber nur höchst complicirte Deutungen zu und sind auch von ge- 
ringerem Iiiteresse, da bei der Abbildung s ^— il){Z) die bequemeu 
Factorenzerleguugen wegfalleu. Das Allgemeine ßndet man in 
Capitel V. 

I 86.' Diu zugehörigen Rletuaim'Kehen Flüchen. 

Den Aufbau der zu einer gebrochenen rationalen Function ge- 
hSrigeo Riemann'scben Fläche kann man in ähnlicher Weise Schritt 
für Schritt durchfuhren, wie im vorigen Capitel, Ist z. B. 

^-m-^,-S;-;-3--:-^:-(— ''-«)••■(-,.), 

d. h. tsf der Zähler von JwJierem Grade als der Nenner und sind 
gleicitc Wurj-dn nidtt rorJMtuk-n, so erledigt sich das Problem fol- 
gendermassen : Der erste gebrochene Factor ~^ giebt eine S,- 
Ebene, die zur «-Ebene in Ereisverwandtschaft steht, so dass den 
conceutrischen Kreisen um den Nullpunkt der letzteren eine Kreis- 
scbaar entspricht, welche die ti-Kbene stetig urfallt. Dasselbe gilt 
von deu (m — 1) übrigen Ebenen ^. Wanderung auf einem Kreise 
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der Eben« d , der deu NuUpnnkt umichliewt, entspricht Wandenui^ 
auf einem Kreise der C-Ebene, der den Nullpunkt entweder iim7 
Buhlieest oder nicht umscblieut. Beides kann man erreichen. Die 
Multiplication der entsprechenden Punkte (resp. Strecken) der bei- 
den Ebeuen giebt also einen doppelten oder einen einfachen Um- 
gang, so dass eine Doppelebene entsteht, wie dies in Gapitel X 
(gezeigt war. Multiplication der m gebrochenen Factoreu giebt 
folglich eine m-fa»he Ebene. Mit den nicht gebrochenen Factoreu 
geschieht dasselbe, wie im vorigen Capitel, so dass ^ie ^- Ebene 
schliesslich » Blit*.ter, die sich ins Unendliche . erstrecken , stetig 
crfUllL Die I'uHction nimmt also Jedeti dehkiarcn Werth im AU' 
geittcinm n mal an. Die Lebrbacber der Functionentlieorie be- 
wuittvii diesen HaU in strungerer Weise. 

Eü fragt sich nun, wo die Venuveiguugspuukte der ^Ebeue 
liegen, ^unüchiit ergab sich in § 867 doss bei n > m der nneud- 
lichc Punkt der if-Ebono ein WindUiigspunkt (» — m — I)»" Ord- 
nung ist, da dort (n — t») Blätter zusammenhäugen. Da dort die 
Cunforniitiit gestürt sein muiis, musH auch der Diö'ereutialquotieut 
„, ^ ^,9 ~ ipifj 
Vi' ' 
ma dem vnr annehmen woÜen, dasa er sich nicht durch WegMen 
vi}H Factoren vereinfacht, an der Stelle x ■■ 00 entweder oder 00 
wurden. Offenbar findet das letztere statt, denn für ji — 00 wird 
ff unendlich gross m*", ip\ {m — !)•"• Ordnung, tp unendlich gross 
»"', tp (» — !)*•' Ordnung. Der Süihler also ist von der Ordnung 
M -|- » — 1, der Nenner von der Ordnung 2m, Z' wird also 00 von 
der Ordnung m -|- n — 1 — 2m -=n — m — 1. Daraus, dasa im 
Punkte 00 der if-Ebene n ~ m Blütter zusammenhängen, fblgt nun 
nach der Theorie der Windungspuokte, dass einer beliebigen Ge- 
raden der ^-Ebene, welche unter bestimmter Neigung von einem 
Punkte a+bi nach c» geht, in der #-Ebene eine Hyperbel ■^'" 
Ordnung entspricht, welche n — m Asymptoten besitzt, die unter dem 
Wiukel - ~- aufeinander folgen. Die ßackwärtsverlängerung der 
Geraden giebt ebensoviele Asymptoten, so dasa die gesammte Curve 
3(n — m) derselben besitzt, die sich unter dem Winkel -— £— folgen. 

Abgesehen von den eben besprochenen Verhältnissen wird Z' 
noch unendlich gross fllr die Wurzelpuokte von 9>,, d. h. für die 
tu Puukte a, -\- bgi der «-Ebene, deren eutaprechende Punkte in 
die uuendtichen Bereiche der getrennt verlaufenden Blätter der 
if-Ebene fallen. Dies giebt also keine Windungspuukte. Die Win- 
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kelTerhältiiisse werden nicht gestört und die Singularität beBchrSolit 
aich darauf, dass tinendliche Vergrössenuig stattfindet. Jeder der 
Qbrigen Arme der besprochenen Hyperbel pasüirt also ohne Singu- 
larität einen der genannten Punkt«. 

Der Rest der Verzweigungsptinkte liegt da, wo 2' ^0 ist, 
was nach unseren Annahmen nur noch fQr qi, ip — (p^\mmO d. h. 
im Allgemeiuen an »t -^ n — 1 Stellen geschehen kann, die als 
r,, F,, . . . F«4.._ 1 in beiden Ebenen bezeichnet werden mögen. 
Itlan hat als« im Endlichen »i -]- n — 1 Verzweigungspunkte 1*" 
Ordnung (Ton denen in Speeialfallen beliebig viele gruppenweise 
zusammenfallen können). Die entsprechenden Kreuzungspunkte der 
. ^Ebene sind also im Allgemeinen solche, bei denen Halbirung der 
Winke! eintritt. 

Zühlt man den unendlicbeo Verzweigaugspnnkt » — m — 1"' 
Ordnung mit in Form von n — m — 1 einzelnen 1**' Ordnung, und 
addirt man die endlichen »i -f- »i — 1 Punkte dazu, so ei^eben sich 
im Ganzen 2» — SVerzweigungspuukte, also .eine geradn Zahl, 

Die Verzweigungsschnitte, längs deren sich je zwei Blätter 
durchkreuzen, künnteu nun so augelegt werden, dass man zunächst 
den uncudlichea Verzweigungspuiikt, in dem n — m — l Schnitte 
sich treffen mfissen, um ihn zu einem solchen (« — m — l}"* Ord- 
nung zu machen , mit n — m — t endlichen Verzweigungsponkten 
verbindet. Der Rest von 2»i Verzweigungspunkten wäre dann zu 
zweien mit einander zu verbinden. Im Ganzen hätte man dann 
» — 1 Schnitte, d.h. einen weniger, als die Anaahl der Blätter beträgt. 
Am bequemsten wird mau die Scliuitte geradlinig legen, so dass ihnen 
Theile der irregulären Hyperbeln entsprechen, die in § 84 und 85 zur 
Sprache kamen, jedoch müssen Collisiunen vermieden werden. 

Ob diese Anordnung jedesmal gestattet, den Charakter der 
Function klar wiederzugeben, oder ob es zweckentsprechender er- 
scheint, bisweilen je zwei der im Unendlichen liegenden Verzwei- 
gungiipunkte durch einen die ganze Ebene durchlaufenden Schnitt 
zu vereinigen, das bleibe in diesi'r Einführung dahingestellt. Sollte 
übrigens ein Zusammentreffen zweier Schnitte in demselben Blatte 
unvermeidlich sein, so hat man durch geeignete Anorduuflg dafUr 
zu sorgen, dass der Charakt«r des Schnittpunktes nicht grändert 
wird, dass z. B. wenn er kein Windungspunkt war, ein einfacher 
Umgang um ihn auch jetzt noch in das ursprflngliche Blatt zu- 
rückführt Man vergleiche hierzu das Beispiel in § 87. Üeber die 
einzelnen Specialfälle entscheidet die Methode des § 40. 

Bei dem Verbinden zweier endlichen Funkte durch einen 
Schnitt ist es übrigens gestattet, den Schnitt, wie es iu dem Bei- 
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spiele dn Capitel VIII geschah, voa dem einen Paukte aus ioa 
Uaendliche und tou dort aus uach dem andern hinzuführen, so 
dass man sdieinbar zwei Schnitte hat. Nur muss dann, wenn der 
uuendliclie Bereich Verzweigungspunkte enthielt, Vorsicht ange- 
wendet werden. 

Ist n ^ m -f- 1 , Bo entspricht der unendliche Punkt der g- 
Ebene einem Windungspunkt O** Ordnung, d. h. es ist im Unend- 
lichen kein Verzweigungspunkt vorhanden, TOrausgesetzt , dass der 
Nenner der Il\inctiun nur ungleiche Factoren enthält. Diesen Vor- 
aussetzungen entsprach z. B, die in Cap. VIII behandelte Function 
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Daher hatten dort die Asymptoten der den StrahlenbtiBchelo der 
^-Ebene entsprechenden Curven denselben Verlauf, wie die Linien 
des Ufischels selbst. 

Ilnt aber der Nenner gruppenweise gleiche Wurzeln, so finden 
sich auch im letzterwähnten Falle [m -f- 1 " »] ^^ unendlichen 
Bereiche Windungspunkte verschiedener Ordnung ein, so dass in 
den entsprechenden Punkten a, 4~ ^«^ der «-Ebene die schon be- 
sprochenen Winkelreductionen stattfinden. Das Vorkommen gleicher 
Wurzeln im Zühler wird ühnlich erledigt. 

Uebertrifft n die Zahl m um mehr als 1, so gilt von den 
Asymptoten der den ätrahlenbfischeln der Z-£beue entsprechenden 
Unrren Aehnliches. Aus der Zahl der Asymptoten ergiebt sich von 
selbst, was in § 84 unter c) Über den ius Unjendliche abfliessendeu 
Theil der Elektricität gesagt war. 

Im Ganzen ergiebt sich also für die Hyperbeln —^ Ordnung 
fQr n > m Folgendes: 

Die von einem Punkte der Z-Ebene ausgehenden Strahlen 
geben im Allgemeinen in der «-Ebene je n Hyperbelarme, die von 
den » entsprechenden Punkten ausgehen. Von ihnen gehen m nach 
den Punkten Og -\- b^i, der Best asymptotisch ins Unendliche. Das 
Possiren der Kreuzungspunkte bringt die mehrfach besprochenen 
Winkelreductionen hervor, die Anzahl der ins Unendliche gehenden 
Arme wird aber dadurch nicht geändert. 

Der Verlouf der „Spannungscurren" ist im Allgemeinen fol- 
gender: Sie umgeben zunächst als kleine Kreise die n Einströmuugs- 
punkte, spitzen sich nach den endlichen Kreuzuugspunkteu als Ovale 
zu und treffen sich dort zu zweien unter Kreuzungen von 90**. 
Beim weiteren Anwachsen können dort ähnlich, wie es in § 62 
kinematiscli geschildert wurde, Vertauschungen der Rollen der einV 
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zetnea. Curvenarme eintreten. Diei bringt m geschloMene Ourven 
hervor, die allmahHcb zu kleioen Kreiaen KusammenBcIiwIaden, 
welche die endlichen Ableitimgapunkte umgeben. SätnmtUche end- 
lichen Ableitnngs- und Einströmimgspnnkte umgiebt endlich noch 
eine geBchlossene Gurre, welche, ins unendliche anschwellend, sich 
mehr und mehr einem Kreise nähert. Durch Figur 40 fösst sich 
das Gänse am besten erläutern. 

Der zweite Fall, tco der ZäJUer ton niederem Grade ist, als 
I der Netaicr, also z. ß. 

wo 91 und 9>| dieselbe Bedeutung b^>en, wie vorher, kann ebeuao 
bebandelt werden, wie der vorige. Er erledigt sich aber schneller 
durch die Betrachtung der Abbildung 

Der Nullpunkt und der unendliche Punkt Tertanschen ihre Rollen, 
so dass der erstere ein Winduiigspunkt (n — m — l)*** Ordnung 
wird, während im letzteren die sämmtlicben Blätter getrennt ver- 
laufen, sobald vorher der Nullpunkt nicht zu den endlichen Win- 
dungspuukten gehörte. In der That wird Z, gleich unendlich fQi 
die 11 im allgemeinen getrennten Punkte a^ -\- bti, ftlr 2 — ■ 00 abej 
ist Z, gleich ii}xl\ von der (tj — »()*" Ordnung. Nur solche Ge- 
raden, die den Nullpunkt der ^- Ebene |>aasiren, geben solche Hy- 
perbeln —'" Ordnung in der £-Ebene, welche n — m Asymptoten 
haben; alle andern verlaufen im Endlichen. Die endlichen Kreu- 
zungGpuukte der «-Ebene bleiben dieselben, wie vortier, wie sofort 
aus der Gleichung 



hervorgeht. Sonst ist Wesentliches nicht zu bemerken, und die 
weitere Entwickelung kann dem Leser Überlassen bleiben. 

Machen Untersuchungen über den unendlichen Punkt der Z- 
Ebene bei einer gebrc>chenen Function Schwierigkeit, so ist es oft 
zweckmässig, die reciproke Function zu betrachten und den Null- 
punkt derselben zu untersachea.* Das Verhalten der Blätter wird 
durch diese Inversion nicht wesentlich geändert. 

Es bleibt der dritte Fall fibrig, in dem Zähler und Nenner 
beide vom n^*° Grade sind. Dass Z dann nur fQr die n Wertbe 
a. -f ß^i verschwindet, ist bereits gezeigt, ebenso, dass es nur fUr 
die H Werthe a^ ■{- hgi unendlich gross wird. Weder der Null- 
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punkt, noch der imendliche Bereich <Ier ^Ebeoe enthalten, d&her 
im Allgemeinen Verzweigongeponkte. Eb fragt sich, ob dem un- 
endlichen Bereiche der c-Ebene ein Verzweigungapunkt entspricht. 
Dies ist nicht der Fall. FDr jv ^ oo ist Z ^ I , und zwar gleich 
dem Punkt« 1 in einem einzigen der Blätter. Man erkennt dies 
sofort an der Untersuchung der Gleichung 
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— 0. 



Dieselbe wird erfQllt fOr t^ >» 00, ansserdem fOr die n — 1 im 
allgemeinen getrennten Punkte der Gleichung » — l**" Grades 
ip(s) — Vi(.i)'~Oi deren Glieds" sich woghebt. Also entspricht 
der Punkt l der 2-Ebene im Allgemeinen n getrennten Punkten 
der r-Ebene. Er ist kein Verzweigungspunkt, obwohl der ÜiSe- 
rentialquotient 

fdr =^ eo verschwindet, da der Nenner vom 2m**" Grade, der 
Zähler, in dem sich das Glied n'x*~* . «" weghebt, nur vom 
2n — 2*™ Grade ist Ans letzterer Bemerkung folgt zugleich, dasa 
der Differentiatquotient nur fUr 2n — 2 endliche Werthe verschwin- 
den kann, so dass, wie vorher, im Allgemeiaea 2n — 2 Verzwei« 
gungspunkte 1*" Ordnnng vorhanden sind, die aber im vorliegen- 
den Falle sSmmtlich, ebenso wie die Kreuzungspunkt« der X!-Ebene, 
im Endlichen liegen. Im Punkte ^ — ■ I beschrUnkt sich die Siu- 
(rularität auf die unendlichfache Verkleinerung, während Winkel- 
üuderuugen nicht vorkommen. Von den zu einem Strahlenbflschel 
der ^-Ebene geh&rigeu Hyperbeln — ^ Ordnung hat demnach stete 
nur eine eine Asymptote. Nur die dem BOschel durch Z =9 1 ent- 
sprechenden haben sämmtlich Asymptot«n. 

Damit hann die Angelegenheit der mit den gebrochenen ratio- 
nalen Functionen zusammenhiingeuden Riemann'schen Flächen fttr 
unsere Absichten als erledigt betrachtet werden, Der Leser wird 
bereits jetzt im Stande sein, die Bemerkungen des § 40 nach ver- 
Rchiedeuen Richtungen hin zu priicieiren und zu intensiveren Stu- 
dien auf diesem Gebiete Überzugehen. 

Es Werde noch darauf aufmerksam gemacht, dass die Zerleg- 
barkeit der gebrochenen rationalen Functionen in Partialbrüche 
eine ganz andere Behondlungsweise des besprochenen Gegenstandes 
gestattet, die zu denselben Resultaten {Qhrt. 
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% 87. B«Upi«le zu Capltel XI. 

In Capit«) Vm wurde Abi. Beispiel Z—^C±S TollatSndig 
dnrehgefQbrt. An ihm bestätigen sich die Bemerkungen über den 
KaU « — m + 1. 

Nach Analogie von Capitel IX läaat sich das Beispiel 



TollstÖndig dorchfOhren. Man gelangt auf Cnnen von den Gleich- 
ungen 

A.A...J'« . 



(*. + *, + ••• + »-)- (x. + x, + ••■ + Z-) - y. 

bei denen die Ausffanffspunl>f€ der Radii vedorea auf eoneentm^e» 
regelmässigen Polygonen 'verschieSetier Seitenfdhl mit dem Nul^nkte 
als CcrUrum li^en. Bei 4er elektrodynamischen Deutung ist in 
beachten, daas, wenn n — m positiv ist, n — m Ansstrßmungspnnkte 
im Unendlichen anzunehmen sind, während, wenn es negatir ist, 
ebensoviele Einströmungspunkte dorthin verlegt werden njOssen. 

Im Falle n — t» hat mau die regalären Hyperbeln und Lem- 
niscaten des § 73 und 74. 

Einii^e Beispiele des § 81 und 82 gehören gleichfalls hierher. 

Im Uebrigen ist dem Verfasser nur noch ein eineiges ziemlich 
ToUständig durchgeführtes Beispiet der Abbildung mittels gebroche- 
ner rationaler Function bekanat geworden. 

Amstein behandelt in dem Ball. Soc Vand. Sc. NaL XV 78 
die Function 

'■+', 



^_i.(3.+ .)_A.^ 



Er untersucht die Curveu, welche den Kreisea und Geraden um 
resp. durch den Nullpunkt jeder der beiden Ebenen in der andern 
entsprechen. Die Curven, welche zu den Geraden durch den Null- 
punkt der ^Ebene in der «-Ebene gehören, werden durch Zeich- 
nung dargestellt und auch rechnend behandelt. Dass sie aber der 
Gleichung 

*i + *. + *a + »I - 3z — j-, ■ 
dass femer ihre Orthogonalen der Gleichung 
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geaDgen, woniu die EigenBchaften beider Carrensyateroe eich mit 
einem Schlage ergeben, wird dort nicht bemerkt 

Mehr Werth legt die Abhandlung auf die umgekehrte Auf-; 
gäbe, die auf Currensjsteme fahrt, welche 4 Blätter der Z-Ebene 
erfQllen, ohne sich zu decken. Die verworrene Zeichnnng wird 
aehr inatnictiT aufgelöst, indem die vier Blätter auch einteln ge- 
leiclmet werden. Auf realisirbare physikalische Deutungen führt 
nur dos einsige getrennt im UnendlieJien verlaufetutc Blatt der Z- 
EJiene.*) Ela giebt dasselbe den Verlauf der Spannungg- und Strö* 
iiiuiigüliiiien ftlr den Fall au, üass die Cuive 
t_ t 

x" + r^ - 1 

mr ISindrÖmungsdektrode ffcmaeht wird, während die Elektricität 
im Utzcndliclten tibgeleilet wird. 

Nur einige Hauptpunkte sollen hier als besonders instructir 
wiedergegeben und die nÖthigcn Ergänzungen zur Abhandlung bei* 
gefngt werden- 

Z wird Null fUr die Werthe 

Dies giebt elektrodynamisch gedeutet 4 BinstrSmungspunkte der j 
Klektricitut auf dem Kreise mit Radius Z/ -— an den Stellen +45** j 
und + 135». 

Unendlich gross 1*" Ordnung wird Z tQr g ^ oo, unendlich 
grosa 3**' Ordnung, d. h. dreimal unendlich gross 1*" Ordnung, 
fitr z ^ 0. Dem einzigen Null-Punkte der f-Ebeue entsprechen 
also zugleich die unendlichen Punkte Ton drei Blättern der 2-Ebene, 
d. h.' drei der Blatter hängen dort durch einen Windangspunkt 
2'" Ordnung zusammen, während daa vierte Blatt getrennt ver- 
läuft. Dreiviertel der eiuströmenden Elektricität gehen also nach dem 
Nullpunkte der£<Ebene, während der Rest ins Unendliche abfliesst. ' 

Im (janzen sind & singulare Punkte vorhanden, deuu der Diffe- ] 
rentialquotieut 

„ a I' ~i 

wird unendlich gross fDr j»-=0, den Kreuzungaponkt S»" Ord- 
nung der f<Ebene, er verschwindet für die vier Werthe «^ /^, 
<1. h. fUr die Punkte + 1 und +i. Diese geben, da der «weite 



*) Hierin liegt ein Wink fClr zahlreiche andere phjtikallsch renlitirbare 
Beiepiele. 

Holamalld, In^onkla V^rwudUohiftw. tft 
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Difierentialqnotient an dieser Stelle nicht verschwindet , die 4 end< 
liehen Verzweigungspuukte 1*^ Ordnung der Z-Ebene nud die ent- 
sprechenden Kreozungspoukte der «•Ebene. 

Amstein untersucht dies eingehender nach Analogie des §40, 
indem er die Keiheneutwickelungen tut die fraglichen Punkte ou-. 
giebt. Er findet nach dem Maclaur in 'sehen Satze: 

£ + 1 4(«+i)'[i-tC« + i) + tC«+i)' + ---]. 

«-•• — |(»-.t[i-|C'- ••)-!(•-. •)' + ■■•], 

{ + •■- |-(»+i)'[l + |(»+0-|(«+ <)= + •••]. 

Man braucht sich nur mit Annahme von Werthen, die sehr nahe 
an + 1 oder +i liegen, auf das 1** Glied dieser Reiben zu b«. 
schränken, um zu sehen, dasa in der That WindaugspuQkte 1*" 
Ordnung vorhanden sind. 

Für «-"0 hat man von selbst if= j^[I +3**], so dass man fttr 
die Nachbarschaft von e annähernd die Abbildung ^ -■ --, erbäU^ 
die den Winduugspunkt 2^" Onluuiig Z ■- oo crgiebt. 

Um den Verlauf der wichtigsten Linien zu Überblicken, müssen 
wir nicht nur untersuchen^ wo die Verzweigungspunkte der Z-Ehene 
li^eu, die man erhält, wenn man £ — • ± 1 und s^^ + i in die 
Function 

„ 3 " + 1- 
^- 4 --TT- 

einfuhrt, wodurch man die Punkte F,, F,, Fj, Vf^ ■{• l, — 1, 
-|- I und — i erhält, sondern mau musa noch untersuchen, welchen 
Punkten der «-Ebene jede dieser Stellen der Z-Ebene sopst noch 
entspricht Mau setze zu diesem Zwecke z. B. Z^i, d. h. 

3 " + 1 , 
4' •• ~ • 

lüse also die GleichuDg 4**° Grades 

auf. Ua wir sclion zwei gleiche Wurzeln #•«+ l kennen, lässt 
sich' die linke Seite der Gleichung durch (j> — 1)* ohne Best divi* 
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diren, >o dan nur noch eine Qleicbung 2**" Qndes uifsnUken 
bleibt. Aehnlich isU bei — 1 und ± *. So findet man die von 
Amitein angegebene Tabelle 

Z— I, — 1, •',—*, oo. 



1, 

1, 


— I, 


1, 

» 


— 1. 

8 


-i-iyr 


x-vin 



-Y% *'+n 



0. 
0. 
0. 



Nach § 86 handelt ed sich am den Fall n — m -{- 1. Der 
. uneudltclie Funkt der «-Ebene iat kein Krensungspnnkt, die den 
Strahlenbüsoheln der ^- Ebene entsprechenden Canren rerlaufen 
at§o asymptotisch genau ebenso, wie das StrahlenbOacfael. Dem 
Strahle z. ß., der in der ^Ebene von nach oo geht^ und einen 
der Venweigungspunkte, z. B. + 1 passirt, entsprechen in der Z- 
Ebene folgende Unieneflge. Von dem EinstrQmungapunkte A\ gebt 
ein Bogen nach dem Kreuiuugspunkte -|- 1 , spaltet sich dort in 
swei der reellen Axe folgende Gerade, von denen die eine nach oo, 
die andere nach gebt. Im letztem Puukte trifi^ sie unter Win- 
keln ron 130" mit den beiden Armen zusammeu, die ron ^u und 
^lu ausgehen. Von Ais geht ein Arm nach dem Kreuzungspunkte 
-f- 1) der sich dort ao spaltet, dass seine Arme ebenfalls mit der 
positiv reellen Axe zusammenfallen. So erkennt man, dass drei 
Quautitüten Elektricitüt nach Null gelungen, nur eine nach dem 
unendlichen Bereiche geht, 

AelinliclK'H guächiobt mit dun auderu IXuuptaxen der i>-Ebeno, 
die gleichfalls Verzweiguugspunkte passiren. 

In Figur 53 ist nach Amstein dos Linieusystem skizzirt, 
welches der Quadranteueintheilung der Z-£bene entspricht. Da 
letztere vier BliUter besitzt, so entstehen in der «-Ebene 10 Flüchen- 
i^ume. Im Nullpunkte werden die Winkel 90' auf 30' reducirt. 
£|, £,, J^j, JE^4 sind die Eiastrßmungapunkte, die entsprechenden 
Buchstaben beider Figuren erlSutern das Uebrige. 

In Figur 54 ist die Zeichnung vervollständigt. Man verfolge ^ 
kinematisch die Bewegungserscheinung der «r-Ebene, welche dem ; 
Anschwellen eines Kreises um den Nullpunkt der Z-Ebeno ent- 
spricht, um zu sehen, wie die Ovale sich nach den Kreuzungs- 
puukton hin zuspitzen, dort rechtwinklig zusammenstosson , sioli 
gewisflermnssen spalten uud die losgelösten Theile au zwei geschlos- 
senen Gurveu sich vereinigen lassen, von denen die eine anschwel- 
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lend zum Qaendlich grossea Kreise wird, während die andere zn- 
Bammeuscliwiiideiid als kleiner Kreis dem Nullpunkte zustrebt. 

Der schattirte Tteil der Figur kann aDsgescbnitten Verden, 
ohne dasB der stationäre Zustand sicli irgendwie ändert. 

[Hätte man im Nullpunkte nicht 3, sondern 2 AoastrSmiingg- 
punkte, eT}ensoviele im Unendlichen, so wtlrde mau die Curren- 
systeme 

PtPtPtPi __ g 

nnd #, 4- »j + frj _(. *^ _ 2^ -=- y 

erhalten, zu denen ein Kreis geh5rt, der ausgeschnitten werden 
darf. Die Figur künnte leicht mit der hier auftretenden rerweeh- 
seit werden. Yergl. die Inauguraldissertation von Hildebrandt, 
Fig. 14.] 

Die Gleichungen der Curven, die dem StrahlenbDschel durch 
de» Nullpunkt der ..2-üIbene entsprechen, leitet Amstein nur in 
Polarcoordinaten ab, aus denen sich die Fundameutaleigenschaft 
nicht ohne Weiteres absehen lässL Aus 

oder X-f I'( — ■ 3r (cos qo -f- ' sin v) 4*"j(***fl 3^ -|- i sin Sqa) 
folgt zunächst 

1) X=^[3rco89. + ~cos39)], 



2) r-.-^ [sr sin V — -p sin 3^1. 



Die rechten Seit«n, gleich Coustanten gesetzt, geben die Isother- 
menschaaren, die den fundamentalen Parallelenscbaaren der Z-£bene 
entsprechen. Ihre Gleichung genOgt mit der linken Seite der 
Gleichung A « -■ 0, sobald man Cartesische Coordinaten einfahrt. 
Man findet mit Hülfe von 1) und 2) sofort die Curvengleichung, 
in welche f(X F) — durch unsere Abbildung übergeht Der Strahl 
v- « tan y z. B. gebt Qber in 

Der Kreis X» + T* — c* geht ttber in 

*) ^[öH+Jj + f co849]-c». 

Die Fundamentaleigenschaften der Carvengmppen 3) und 4) liegen 
aber nach unseren allgemeinen Darlegungen in den Gleichungen 
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3') », + », + ».+».-3l-l', 

4.) äjsaaa.j, 

' 4 g'' 

wo der Factor -j ans der Form Z -■ -7- ' . ' der abbildenden 

Function atammt. 

Auch die Gleichungen der Carrenflchaaren , die beliebigen 
Strahlen bOscheln der Z-£bene uebst ihren Kreisschaaren entsprechen, 
haben im Wesentlichen die Form 3) und 4). Man findet sie durch 
die Gleichung 

Z - (fl + fri) - |- — ^J". - (a + 60 ,^ 1. 

«u .welcheir die conjngirte Gleichung zu bilden und in der frOheren 
Weine weiter zu behandeln ist. Nach dieser Richtung lässt sich 
also die Amstein'sche Abhandlung bis zur ToUatSndigen Ueber- 
tmguug der Geometrie der if-Sbene weiteri'Uhren. 

Das interessanteste Resultat der besprochenen Abhandlung er- 
giobt sich auf folgendem Wege. Um die Curre der 2-Ebene zu 
liuden, die dem Einheitskreise der f-Ebene entspricht, setze man 
in den Gleichungen 1) und 2) r-= 1. Man erhält 

X = -j- 3co8 9) -j- cos 3y — cob'^, 

JL * - 

also X" — >cus'9), y* ^sin'^, endlich durch Addition; 

<*> xs"+y^-i. 

Dies ist die Gleichung der Asfrokle,. d. h. der Curre, die man als 
Bnreluppe der Geraden gleicher Lunge, die sich in ein orthogo- 
nales Axenkreuz einzeichnen lassen, aus der Analysis kennt, Vorgl. 
Kgut 55. 

Die Natur der Curven, die den Qbrigen Kreisen r •» e um den 
Nullpunkt der «-Ebene entsprechen, klärt Amstein unter Vermei- 
dung der Elimination von tp folgendermassen auf: Ist r^ der Ra- 
dius des Grundhreisea einer verallgemeinerten Hypocjcloide, (f der 
Radius dos rollenden Kreises, p der Radius des er^nzcnden Punk- 
tuH, SU erhalt man ihre Gleichung durch Elimination der unab- 
liüngigeu Variabeleu 9 aus den Gleichungen 
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6) X_(r,-,)coa(f ,.)+l..coi(a=^v), 

7) r-(r,-»).in(iv)-j.Bn('i^y), 

die man iii Jer Regel als Gleiclitmgen der Hypocycloida bezeichnet, 
indem man auf die Elimination verzichtet. Setzt man nun hier 

•■.-'■. f-i. i> = T?' 

so geht 6) resp. 7) über in; 

g) X — ^[3rco,^+i,a>,'-i], 

■" r_|[sr,i»i-i.m"-j]. 

Dies stimmt, mit Ausnahme des Factors -7- der indepandenteu Va- 
riabelen q>, was ganz unweseutlich ist, mit Gleichung 1) und 2) 
fiberein. Folglich : 

Den Kreisen r -^ c um den Nullpunkt der e-Ebene entsprechen 
Hffpoei/cloidcu mit dem Uratulkreise r ^e, <lctH wäUcnden- KreiK 
^ ^-^ und dem erzeugenden Sadias p ^^ -^J") Die Ästroide ist 

demnach die Hypocycloide mit r—1, P""T»i'"*T' 

Die Figur 55 stellt nur die hierher gehörigen Hypocycloideo 
dar, für Tfelcli« r > 1 ist. Sie befinden sich in dem einzigen, ge- 
trennt im Unendlichen verlaufenden Blatte, sind also die Span* 
nungscnrven für den Fall, dass die Astroide EinistrSmangselektrode 
ist, während die Ableitung im Unendlichen geschieht. [Auch hier 
ist eine Figur von Amsteiu benutzL] 

L>ie Gleichungen der ebenfalls gezeichneten Orthogonalcurrea 

würde mau erhalten, wenn man r eliminirt und dann ip ^ y setzt. 

Die punktirte Curve in Figur 55 ist diejenige, welche Am- 

stein als rosace (Rosette) bezeichnet. Sie entspricht r » -t-=. Setzt 

man diesen Werth in I) und 2) ein, so crgiebt sich 

X =-1-:= (cos w + cos 'Aa>) ■= -77= cos 2g> eos q>, 

y — -r?= (sio 0) + "i» 39") ^ -77= cos 2a>BiD w. 

(juadrinmg und Addition giebt 

*) Auch bei uhlreichen aadeni AbbUdungeii* mittels gebroobenor ratio- 
naler Function treten Hypo^doiden anL 
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«der 

als tileichaog dieser Curve. Allea Uebrige macht 4 Blätter xur 
Zeichnung uQtbig. 

Die Festlegung der Vorzweigungisclmitte ist nicht ganx leicht. 
Amitein gelangt folgendermassen cum Ziele: Das 1** und 2** 
Blatt durchkreuzen sich länga der Geraden von -|- 1 nach — 1 
und von -)- i nach — t; das 2" und 3** längs der Geraden tou 
den Neigungen + 45o und + 135** durch den Nullpunkt; das 3** 
und 4** längs der reellen und im^nären Axe. Jedes Linienpaar* 
ist also als ein einziger Schnitt aufzufassen, so dass allerdings eine 
Kreuzung stattfindet, wobei jedoch die früher angedeuteten Be- 
dingungen erf&Ut bleiben. — 

Die Tollatäitdige Durchführung weiterer instructirer Beispiele 
wQnle immerhin verdienstlich sein. Nur durch solche Arbeiten 
wird die Theorie der UioiiiaiiitVhen Flüchen, in der noch man- 
cherlei zu klären ist, zur vollen Abrundung gelangen. 



§ 88. Lttterstur und Bemerkungen. 

Klit dem vorstehenden Capitel ist die Theorie der stationären 
elektrischen Strömung iu einur uubegreuzteu Platte bis dahin er- 
ledigt, doss es sich um beliebig viele Ein- uud Ausstromungspunkte 
handeltr darf, m5gen sie im Südlichen oder im Unendlichen liegen. 
Nur mfissen die Quantitäten der Elektricitüt, welche die Elektroden 
passiren, in ralionaletn Verhältniss stehen. 

Wümietlieoretisch war es derselbe Gegenstand, der Lame in 
den „Le^nu sur les coordonni-ea curviiiguea" von Cap. XI bis XIV 
iieschäftigte, 

Andeutungen Ober die Resultate des Capitel XI gab der Ver* 
fanser im Prugi-umm 1880 der Köuigl. Gewerbeschule zu Hagen. 
Die Arbeiten von Hildebrandt, die experimentellen Resultate von 
Guebhard, die Arbeiten von Darboux; Lucas uud Haton de 
la Goupilli^re sind bereits früher citirt 

Die in § 47 genannten Lehrbücher beschäftigen sich sämmt- 
lieh mehr oder weniger mit den gebrochenen rationalen Functionen, 
el)enBo das während des Druckes erschienene Werk von F. Klein; 
»lieber Riemanu's Theorie der algebraischen Functionen und ihrer 
Integrale," Die LectUre dieser empfehleuswerthen Schrift kann 
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. sich liier oliue Weiteres anaclitiessen. lu ihr befindeu sich weitere 

LitteraturuacLweiBe. — 
I Ausser den punktförmigeQ Elektrodra Bind aber schon bei- 

läufig eiae Anzahl von Füllen, bei denen die RedactJon auf Punkt« 
nicht möglich ist, erledigt wordin. Angenähert kann man die Ge- 
stalt der Spannungscurren und Stromlinien bei endlichen, beliebig 
geformten Elektroden schon jetzt ermitteln, indem man auf den 
Elektroden in gleichen Abstünden Punkte markirt, durch die man 
die Slektricität ein- resp. ausströmen lösst. Je näher man sie au- ' 
einander rQcken lässt, am so genauer wird das ^Resultat. Thoilt 
man z. B. eine Gerade in « gleiche Theile, lüsst man in den Theil- 
punkten Elektricitüt in gleichen Quantitüten einströmen, während 
sie im uuendHcben Bereiche abgeleitet wird, so mlisaeu die Span- 
uungacurveu, je grösser man it nimmt, und je weiter man sich von 
, der Linie eutt'emt, uiu so mehr die Gestalt von Ellipsen annehmen, 
j die ihre Breiinpunkte auf den Endpunkten der Geraden liabeii, 
' denn die Gerade gab als coiitiuuirliche Elektrode cuufocale EUipseu 
als iSpannungBcurveu (Ca2>itel VIII). 

Es siud also angenäherte Lösungen möglich, wie mau sie auch 
auf andern Gebieten der Aiialyeis durch Reihenbetrachtungeu etc. 
erfolgreich durchfahrt. . 

Das9 auch eine Iteihe von Problemen gelöst sind, bei denen 
es sich um gemischte Elektruden handelt, d. h. solche, wo Puukte 
und Linien zugleich als Elektrodeu auftreteu, braucht nur erwähnt 
zu werden. Man nehme z. B. eine uubegrenzte Gerade als Ein- 
strömuugselektrode, eiuen kleinen Kieis (Punkt) als Ausstrümungs- 
elektrode au. Die iSpanuuug^curveu werden nach Fig. 12 dia Kreise 
der zugehörigen Schaar. Durch Abbilduug dieses einen Problems 
mit llilt'e der beüpruchcuen Functionen erhält mau schon beliebig 
viele gemischte Probleme. 

Der allgemeiuere Fall, der ciiic aulllcJte Gerade und einen hc- 
Ikhiijcn PmiJd betrifft, erledigt sich nach Üap. VIII folgeudermasseu: 
Uurch die Abbilduug g ^ jS -\- yZ* — 1 kann man die Gerade iu 
den Eiuheitskreis der «-Ebene verwandeln , wobei der beliebige Punkt 
wieder ein solcher wird. Für diesen und den Kreis als Elektroden 
sind aber EreisbQschel uud Exeisschaar die Strom- und Spanuungs- 
curveu. Die entsprechendeu der «-Ebene sind elementar zu con- 
struiren und sind nach Seite 1C2 die Reciproken eines Büschels car- 
dioidischer Curreu nebst Orthogoualschaar gegen eiuen gewissen 
Kreis. 
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Zwölftes Cspitel. 
Algebraische Functionen mit Irrationalit&ten, 

g SV.- ZusamnieiiliAnB der Wurzeln und Windungspuakte. 

Vieldeutigkeit kanti bei algebraischeD Functionen nur durcli 
du Vorkommen von Wurzeln veranlasst werden, während bei den 
transBcen deuten Functionen die PeriodicitätaverMltnisae maasgebeud 
aind. Der Mehrdeutigkeit ontapricht die Anzahl der Blätter. Ver- 
schwindet eine der vorkommenden Wurzeln fQr einen bestimmten 
Werth des Argumenta, so tritt in der Regel an dieser Stelle eine 
Iteductiou der Blütterzahl ein, d. h. es hängen dort Blätter zuaam- 
men, und zwar in einem Windungspunkte bestimmter Ordnung. 
Das Verschwinden muss aber mit der Aufhebung der Irrationalität 
zusammenhängen, nicht etwa mit dem Verschwinden des Factäni 
einer Wurzel. So wird z. B. die Function 

iS—(e — a)ys 
für ? — > a eindeutig, trotzdem befindet sich an der Stelle e ^ a 
kein Wiudungspunkt. Dies ei^ebt sich sofort aus folgender Au- 
schauuugaflborleguDg : Die Function Z = }/{!i — a) (« — S) e bean- 
aprucht fQr die e-£beue -zwei Blätter, die in den Punkten a, &, 
und CO zusammenhängen. Man lege die Verzweigungsschnitte von 
a nach b und von U nach cc, dann kann man die Punkte a und 
h 80 umwauderu, das» kein Schnitt Überschritten wird, dass man 
also im betreffenden Blatte bleibt. Macht man jetzt Ii <— a, so hat 
man die vorige Function Z = {e — a)ye, und nichts hat sich 
geändert, als dass der Schnitt von' a nach h verschwunden ist. 
Auch jetzt lässt uns der Umgang im fraglichen Blutt, ein Ver* 
zweigungapiliikt ist also bei s =• a nicht vorhanden. 

Wir haben bezüglich der Verzweiguiigspunkte nur einen ßSck- 
blick nötbig, da das Wesentliche schon zur Sprache gekommen ist, 
lind zwar bei den Beispielen 

Z=^/^, Z^y^+Jt, Z-}/r^=^, Z~e + V'^'^^^ 

und bei den Umkehrungen der rationalen Functionen. Nach den 
bezüglichen Bemerkungen und denen dea § 40 wird die Coufor- 
mität in den Verzweigungspunkten gestört, jedoch nur insofern, 
als die besprochenen gletchmässigcn Winkelreductionen stattfinden 
und die Vergrösserungsverbältniase oder oo werden. 

Hat die Function » Blätter, so können dieselben gruppenweise 
an derselben Stelle zusammenhängen. Hängen z. B. von 6 Blättern 
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an derselben Stelle zusammea 1 usd 3, ferner 3, 4 uud 5, wSlireud 
d&s G** einzeln bleibt, so wird ein wiederholter Umganff nm die 
Stelle Tou Blatt 1 aus c;clisch durch die beiden Blätter I uud 2 
nibren, iiieht aber in die Obrigen. Von Blatt 3 ausgehend wird man 
cyclisch durch die Blätter 3, 4 und 5 gelangen, während der Um- 
gang um Blatt G uns in diesem lässt Figur 56 stellt das Inein- 
«nderübei^eben der Blätter in der Nähe dea Punktes schematiach dar. 

An anderer Stelle der Ebeue könnte aber ein anderer Ifusam* 
menhaug stattfiiideu, es kann z. B. 1 mit 3, 2 mit 5 und G isusam' 
lueuhängcu, wrdirend 4 einzeln bleibt Dann findet dag Entspre- , 
chende statt, und der Zusammenhang ist durch Figur 57 veran* 
Bchaulicht. XatQrlich kauu sich auch die Zahl der Gruppen ändern. 

Mühelos lässt sich uachweisen, dass jedes willkürlich angenom- 
mene Uebergeheu der Blätter sich auf cyclische Vertanschungen 
reduciren lässt. Wir verweisen in dieser Hinsicht auf Abschnitt 111 
der Function entheorle von Durege, der die dem Leser bereits be- 
kannten Dinge im Zusammenhange darstellt. Dort wird auch der 
Nachweis geliefert, dass man stets im Istande ist, die VieUlciiUglett 
der algebraischen l\nu:fioncH itt citie Hiudeuiiglcit des Ortes in vcr- 
icanddn. Auch Abseltnitt VII des genannten Lehrbuchs, „Ueber 
das tuieudlich gross imd unendlich klein Werden der Functiotit^n" 
spricht sich unter B, , Fnactioucti mit Verzwciguiigspunkteu", über 
die betreflendeu Verhältnisse sehr unschauUch aus. 

j( 90. Die ilurclifiilirlHiroii irratloiialeu Vvrw»iMU>4rliuftun. 

In Ca2>itel XI wurde gc^igt, inwiefern die rationalen Ver- 
wuiidtschaften uud ihrcUmkehmugen durchführbar sind. Das Vor- 
halten beider Ebenen uud Ihre wesentlichen geometrischen Bezie- 
hungen liessen eich stets erörtern, besonders dann, wenn die Zer- 
legung der rationalen Function in Factoren möglich, oder die 
Function direct als Product solcher Eactoreu gegeben war. 

VriimpivV, dvreltführhar sind demnach beeiiglich der Verwandt- 
scliaftstiu-oric alle Comhinationcn der rationalen Funetionen wut 
solcJicr irruiioiU.dcn, deren Uinliehrunffvu ralio7ialc J/'unetiottc» sind. 

Unter f und /", wollen wir stets rationale Functionen, unter 9> 
und 91, die Umkehrungeu solcher verstehen. 

1) Es sei f{Z)-=f,{z), dann ist Z - ^[Mz)], t -^ ^,[aZ)\. 
Die gegenseitigen Beziehungen der ü- und der f-Ebene ergeben 
sich mit Hilfe einer £-Ebene, für welche g — f{Z) und 6 — f\ (') ist. 
Damit siud die Beziehungen erledigt, die sich aus der Auflösung 
von tileichungen folgender Form explicit ergeben: 
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4'^+ ■^■-'^"" ' +11_- ±_AjX +A^ _ o. i' + aw -JJ^~ 'H y-a,t+a, 

i(«iI-+A,-iif— "'+--H-Ä,Z+B, "■6>,y+6^_i»"-'+"+6,«+6,' 
8) £■ Mi piZ) - f, (*), rf«o Z - /t/-, (,)] und * - V, rv(Z)] . 
Mit Hilfe der Ebene C — 9>(^» C — A(<) erledigt sich die Ver- 
wKiidtecbaft 

^^ «./■(j)+a,_ir~'W-f ■■■ + «. A«) + g. 
" ft«r («) + 6,_,/"-'C») + • ■ ■ + *./W + *. 
nebat ihrer Umkehrung. 

3) Ist f{Z) — <p^ (t), so hat man den Fall 2) mit geringfagiger 
Vertauschnng. 

4) Ist endlich 9>(Z) — 9>,(«), aUo ^ — /l9>,(«)], ««/i[9>(^], 
so erledigen sich Verwandtschaften von der, Form 

y __ g. y ' W + «, - 1 t' "' W -t h «1 T (1) + ot 

a„»"t«) + a„_i?>"~'{«)+ h«i »(«) + «»■ 

Der Lesor Übe sich an Combiuationeu der bereits TollsKndig be- 
handelten Beispiele nach diesen vier Füllen. 

5) Die allgemeinsten algebraischen Functionen Z ergeben sich 
sls Auflösungen von Gloicliungen von der Form 

AWz- + r.-,i.')a—' + ■■■ f,(.)2+AW -0, 

wobei die Factoren verschiedene rationale Functionen von g sind. 
All(;onieiue SÜtze Über diese Functionen geben die genannten Lehr- 
bücher an, bcüouders Könif^sberger in der neunten Vorlesung 
seiner Theorie der elliptischen Functionen. Von einer expliciten 
Durchfuhrung dor betrefTendoii inogoimlen Verwandtschaften kann 
ubur vorlüulig noch niclit die Uede sein. Nur in SpeciaKätlen lässt 
sich eine vollBtruidige Behandlung erniöglicheu, 

Das oiuzigu woitcrgeheudo Beispiel, welches dem Verfasser , 
bekannt geworden ist, gab Lindomanu im 10. Bande der Mathem. 
Anualeu, Seite ^23 — 386, , Entwicklung der Fuuetionen einer com- 
plexeu Variabelen nach Lame'schen Functionen und nach Zuge- 
ordneten der Kugelfunctionen". In § 2 wird dort die Abbildung 

behaudelt. 

9 91. Llllei-atur. 

Abgesehen von den bereits citirten Lehrbfichem sei fQr Capitel 
XII folgende Litteratur angegeben: 

Ltlroth: Note über Verzweigungsschnitte and Querschnitt« in 
einer Etiemann'schen Fläche. Mathem. Annalen, IV, 1871, Seite 
• 181-184. 
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Clebscb: Zur Theorie der Riemanu'Bcheu FlScbe. Mstbem, 
Annaleu, VI, 1873, Seite 216—230. 

MSther: Zar Theorie der algebnuscheu Fuoctiuaen. Mathein. 
Ännaleo VI, 1873, Seite 351-359. 

Brill uDdXöther: Ueber die algebrÜBcheu J^'ünctioneo uad ihre 
Anwendung in der Geometrin. Math. Ann., VII, 1874, S. 269—310. 

F. Klein: Ueber eine neue Art Riemann'gcher Flächen, Matbem, 
Annalen, VII, 1874, Seite 558-566. X, 1876, Seite 398—416. 

Derselbe: Ueber den Zusammenhang der Flächen. Matheni. 
Aunalen, IX, 187(i, Seite 47G-482. 

W. Dyck: Ueber Aufstellung und Untersuchung von Gruppe 
und Irratioualität regulUrer Riemanu'scher Flächen. Matliem. Anna- 
len, 'SVII, 1880, Seite 473-509. 

Derselbe: Notiz Ober eine reguläre Riemann'scbe Flüche vom 
Geschlechte drei und die zugehörige Normalcurve 4"' Ordnung. 
Uathem. Aunalen, XVII, Seite 510-516. 

Thomae: Ueber die algebraischen l^Wctioneu, die zu gegebenen 
Uiemaun'scheu Flächen gehören. Matbem. Anualen, XVIIl, 1881, 
Seite 443. 

Chwolaon: Ueber das Problem der Stromrerzweigung in einer 
ebenen Platte. Zeitschr. fürMaÜiem. u. Phys. XXllI, 1878, 8.47-60. 

Weber: Ueber ein Problem der Abbildung. Mathem. Ann. 11, 
1870, Seite 140 (betriö't die Lemniscate und den Kreis). 

Hans Meyer: Ueber die von gerfiden Linien und von Kegel- 
schnitten gebildeten Schaaren von Isothermen , sowie Ober einige 
von speciellen Curven 3^' Ordnung gebildeten Schaaren von Iso- 
tliermeu. Inauguraldissertation, iCjüttingen 1879. 

Die Abhandlung 15st die Aufgabe, aus zwei unendlich' benach- 
barten Curven einer Isothermenschaar die Schaar xa bestimmen, 
behandelt einige Specialfnlle und bestimmt alle rationalen Functio- 
nen, durch deren Vermittelung eine ParaUeleiischaar auf eine 
Schaar von Curven 3'" Ordnung abgebildet wird. AU solche Func- 
tiouen ei^eben sich A^ => jr(e' -f* o) und Äi^ -y • Die durch 
Itadii vecterea darzustellenden Eigenschaften der Curven 3*** Ord- 
nung komueu jedoch nicht zur Si>rache. 
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Dreizehntes CapiteL 

Die Abbildni^en Z=lg« und s = ^ und ihre Combina-' 

tionen mit anderen Yerwandtschaftan. 

|9S. Die fundamentalen Beziehungen zwimehen beiden Ebenen. 

Mit der Betrachtung des natdrlicben LogaritlimuB und Beiuer 
Umkehrung, der Exponentinlfunction , treten wir in das Gebiet der 
transBcendenten Functionen ein. Schon in g 7 wurde die Vieldeu- 
tigkeit der ersteren, die Periodicität der letzteren Function .ange- 
deutet. Dort zeigt« sich auch, dass die Kreise um den Nullpunkt 
' der ^-Ebene in die rerticale ParallelenBchaar der .Z-Ebene, die Ge- 
raden durch den Nullpunkt in die horizontale ParallelenBchaar Über- 
gehen, dasB ferner jedes Blatt der «-Ebene einem unbegrenzt langen 
Horizontalstreifen you der Breite 2« entspricht. Figur 8 stellte 
diese Verhilltnisse deutlich dar. 

Aus den in § 7 entwickelten Formeln 

1) X = lgr, Y-fp 

2) « = e' CO« r, j/ - e^ sin r 

ergiebt sich, dasa in beiden Ebenen sich folgende Currensyateme 
entsprechen ; 

(«Igi-, »)-0 
SJrtX, r) — und < 



/■[lg)/i<+j/', arotan-j]—. 



4) ft«', y) - 



»)/■(«', «T-O 



|«r, »)-0 



|/'U^**+y*t arctan-^J — 



rtr, .») - 

r uMiB^n 



0) /■(e' oos TL, ^ sin T) — und /"(ajy) - 0. 

Oaaa die logarithmische Abbildung den Zusammenhang zwischen der 
■Ptolemäisc/ie» 'BoXarhfifU und der Meri»iorkar^ vermittelt, war 
gleichfalls in § 7 angedeutet. Aus den Relationen 3) bis 6) er- 
kennt man, wie bequem der analytische Uebergang von beliebigen 
Curren auf der einen Karte zu dem entsprechenden der andern ist. 
Speciell entspricht der Geraden X <« a der Kreis lg r ^ a um 
den Nullpunkt, sammtlichen Geraden y— 3li + 2n« die Gerade 
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von der Neigung & ^b äateh den Nullpunkt, Dau die linken 
Heiteu der Gleichungen 

— lg (a:* + y*) — « und airctan -|- — ■ 6 . 

der Differentialgleichung ^u ^ gentigen, wonuii lieh der iaother- 
miaclie Charakter der fraglichen Uurvenschtwren ergiebt, ist dem 
'Leser gleicbralls bekanuL 

Der Geraden T — AX-^e entspricht die logatitbmiache Bpirale . 

7) # — ^Igr — e 

oder, wenn man c"*— % und %-«— x, setzt, 

7*) r — e,»». 

Setzt man in 7) Cartesiscbe CoorJinaten ein, so genSgt die Glei- 
chung mit de; linken Seite der Differentialgleichung ^u ^ 0. Dem* 
nach sind die gleichwinkligen logarithmiachen Spiralen isothermiache 
Curvensystemc. Giebt man e eine arithmetische Werthreihe, ao wird 
die Ebene iu ein System congruenter apiraliacher Streifen lerlegt, 
und die Zeiebnuiigen der einzelnen BtÜtter decken aich, wenn daa 
Intervall der Reihe c "^ -^ iat Die Orthogonokehaar, welche die 
Eintheilung in „ähnliche Rechtecke" vollendet, kann ia-der Form 

8) »+ilg>--», 

geschrieben werden. Die isogonalen Trajectorien einer solchen Spi> 
ralenschaar sind wiederum logarith mische Spiralen. Durch Figur 68 
wird die quadratische Eintheilung der «-Ebene durch logarithmiache 
Spiralenschaaren dargestellt. 

Von kartographischer Bedeutung sind noch die Currensysteme, 
welche beliebigen Geraden und Kreisen der «-Ebene entsprechen. 
So geht z. B. der Kreis 

-i-lg[(*-a)> + (y^fc)'l-c, 
oder 

4" Ig [r' — 2r (o cos » + t sin ») + a» + f] _ c 
aber in die Curre 

9) vlgFf" — 2c'(« CM y+ 6 «in r) + a«+ ft»]— c, 

während die Gerade arctan ^-^- ^y in die Curre 
10) arctan '^^^^-^ _ „ 

e'^co.y-« ' „Google ■ 
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abergeht. Die Gurren 9) geben b. B. auf der MercBtorkarte Ptuikte 
AU, (leren entoprechende auf dem ülobua gleichen Abstand von einem 
gegebenen Punkte Mioer Oberflüche haben. Im apeclellen Falle ent* 
■prechen sie gröasten Kreisea desselben,' geben also z. B,' die 
Qrenee ewiachen Tag und Naoht oder oder die Grenze fQr die Sicht- 
barkeit einer UimnelBerBcheinung an. Schon ans diesem Grunde 
verdienen sie bei der allgemeinen Anwendung der Merkatorkarte 
ein eingehenderes Studium. Der Verfosaer möchte die durch 9j und 
10) dargestellten Linien als Mercatoreurven bezeichnen, Sie sind 
direct in der Form geschrieben, in denen die linke Seite der' Diffe- 
rentialgleichung Au — O genligt. 

Die singularen Punkte ergeben sich, ebenso wie die Vergrdsse- 
rungsverhültniaee, aus der Gleicliung Z'-m —. Dieser Differential- 
quotient wird Null für den Punkt t ^ ao, der Z ^ -{• oo entspricht, 
er wird oo für den Punkt e « 0, der Z -m — oo entspricht. Der 
Nullpunkt und der unendliche Punkt an der «-Ebene sind durch den 
Verzweigungsschnitt zu verbinden, längs dessen der Uebergang von 
jedem der unendlich vielen Blütter nach dem nSchsten vor sich geht. 
Jeder Umkreisung des Nullpunktes entspricht eine Wanderung um 
2ni in der ^-Ebene. An Figur 46 ist nur das Rückkehren der un- 
tersten Ebene zu vermeiden, dann hat man das Verhalten dreier 
der Ebenen. Er ist demnach ein Windungspunkt von unendlich 
hoher Ordnung. — Die Z-Ebene ist selbstverständlich einblättrig. 
Der Leser beweise selbst folgende Sätze: 

1) Der Symmetrie (Spiegelung) gegen jede der Geraden Y — b 
entspricht die Symmetrie gegen jede der Geraden d — & durch den 
Nullpunkt der j!:-Ebene. 

2) Der Sjtiegelung gegen die Gerade X »=> a entspricht Reci- 
procitüt gegen den Kreis r^c", 

3) Der verticalen Parallelverschiebung eines starren Gebildes 
der ^-Ebene entspricht Drehung des entsprechenden Gebildes der 
2-Ebene, wobei dasselbe gleichfalls unverändert bleibt 

4) Die horizontale Parallelverachiebung eines starren Gebildes 
der ^-Ebene giebt ein Anschwellen (oder Zusammensch winden) dea 
entsprechenden Gebildes der «-Ebene, wobei letzteres sich selbst 
stets ähnlich bleibt und für seine verschiedenen Lagen den Null- 
punkt zum äusseren Aehnlichkeitspunkte hat. Congruenten Gebilden 
der if- Ebene also, die nicht gegeneinander verdreht sind, ent- 
siirechen ähnliche Gebilde der «-Ebene. Geschieht der Uebergang 
des ersteren Gebildes von der einen Lage in die andere durch ge- 
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radlimge ParaUelrerschiebang, so wandern die Punkte de» entsp». 
cbenden Gebildes auf logarithmiecben Spiralen. 

5) Je Ewet älinlichfn Gebilden der f-Ebene entsprechen nur 
dann congrnente der ^-Ebene, wenn sieb das eine durch blosse 
Drehung um den Nullpunkt zu dem andern in directe perspectiviscbe 
läge versetzen lässt. wobei der Nullpunkt das Cenb'um der Aehn> 
liebkeit wird. Was folgt daraus für alle Geraden der «-Ebene, 
ebenso ftlr alle Kreise durch ihren Nullpunkt? Was z. B. fOr das 
KreisbQscbel durch und 1 ? 

6) Isothemiiscbe Spiegelung gegen die logarithmische Spirale 
verwandelt log. Spiralen desselben Pulpunktes wieder in solche. 

§ 93. £Igen!«eliaftfu der logarithiulschen Spirale. 

I Dieselben lassen sich nncb den vorigen Bemerkungen tlirect aua 

I denen der Geraden ahlcilai. Die wichtigsten sollen ohne ausfuhr- 
■ heben Beweis angegeben werden.*) 

1) Die logarithmische Spirale schneidet jeden „Iladius*' onend- 
lich oft und macht unendlich viele Windungen um den Nullpunkt 

2) Folgen die Abweichungen einer Punktretbe auf logariUimi- 
scher Spirale arithmetisch aufeinander, so nehmen die Radien geo- 
metrisch zu oder ab. Die entsprechenden Tbeile der Üurven sind 
ähnlich. 

3) Durch jeden Punkt geht eine und nur eine log. Spirale ge- 
gebenen Centmms und Schnittwinkels. Dieselbe trifft sich selbst 
nirgends wieder. 

4) Sämmtliche log. Spiralen desselben Schnittwinkels sind con- 
gnieut- Durch Drehung um das Ceutrum erhält man sämmtliche 
von gleichem Centrum. 

5) Inversion mittels eines Kreises um das Centrum verwandelt 
jede logarithmische Spirale in eine ihr symmetrische Spirale, 

6) Gerade, welche die logarithmische Spirale unter constantem 
Winkel schneiden, umhüllen eine congruente Spirale, Schneiden 
sie unt«r 90", so erhält man die Evolute. Daraus ergeben sich ele- 
mentare Coustructionen des KrQmmungsmittelpunktes , sobald Cen- 
tmm und Scbnittwinkel der Spirale bekannt sind. In welche Sätze 
gehen die unter 6) genannten durch Inversion gegen einen Kreis . 
um das Centrum über? 

7) Der Krümmungskreis schneidet die log. Spirale nur einmalf 
der eine Theil der Curve liegt also ganz innerhalb, der andere gans 

*) Die sebr einfa^ben Beweise liefinden uch in d«r AbbondluDg dm Ver- 
faiten ülier die logarltbrniacbe Abbildung im IC. Bande der ZeiUcfar. fOr Halb, 
und l'bysik. 
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HtaBerfaalb des Krammungskreises. Die BSmmttiohen KrOmmonga- 
kreiae erfQUea die gante Ebene stetig, ohne aich so schneiden, sie 
geben also eine „spiraloidiache Kreisachaar' Ton merkwtlrdigezi 
Eigenschaften. Durch jeden Funkt der Ebene geht fdr jede Spirale 
einer gleichwinkligen Bchaar nur ein KrUmaiungakreia, Die Bertlh- 
rungapunkte jedes Kreises mit seiner Spirale liegen anf dem Krflm- 
mungskreise der durch den Punkt gehenden Spirale. Darauf beruht 
eine einfache Construction dea durch einen beliebigen Punkt gehen- 
den Krümmungskreisea für eine gegebene Spirale. 

8) Die von einem beliebigen Punkte an eine gleichwinklige 
Sptralschaar gele|;^n Tangenten berDhren iu Punkten eines Kreises, 
welcher durch den gegebenen Punkt, den Nullpunkt und den entspre- 
chenden Krdmmungsmittelpunkt der durch den gegebenen Punkt 
gehenden Spirale geht. Parallele Tangenten z, B, berühren anf einer 
Geraden durch den Nullpunkt. 

9) Ereiareihen in dem Streifen zwischen zwei Spiralen einer 
gleichwinkligen ächaar, welche die beiden Spiralen und sich aelbsb 
aufeinander folgend berUhrea, haben ihre Berührungspunkte auf der 
Spirale, die um gleiche und entgegengesetzte Winkel gegen die 
beiden ersten gedreht ist. (0er Streifen ist durch sie iaothermisch 
halbirt. Fflr je zwei solcher Kreise ist gewissennassen der Nidl- 
punkt spiraloidischer Äehnlicbkeitspunkt.) 

10) Werden zwei Spiralen derselben Schaar auf Constanten ver- 
schiedenen Temperaturen erhalten, so sind Spiralen derselben Schaar 
Isothermen, die orthogonalen Spiralen Stromlinien. Die entspre- 
chenden hydrodynamischen und elektrodynamischen Deutungen er- 
gellen sich ron seibat, — 

Auch Ober sich schneidende logarithmische Spiralen desselben 
Centrums, die also verschiedene Schnittwinkel haben, lassen sich 
zahlreiche SÜtze aussprechen. 



§ 9i. Oartogrnphlsclies. 

Man denke sich eine vollsULndtge Polarkarte nach Ptolemäus 
in der Weise construirt, wie es in der Einleitung angegeben wurde, 
denke sich ferner den Aequator der entsprechenden Mercatorkart« 
fertical, die Pole also rechts und Huks in unendlicher Entfernung, 
und zwar so, dass Z —~lg e die analytische Beziehung beider Ebenen 
XU einander ausdrückt. Die Meridiane und Parallelkreise dea Globus | 
Biud auf der ersten Karte in ein Strahlenbüschel und in die con- | 
centriache Kreisschaar um den Nullpunkt übergegangen, und zwar l 
findet zwischen Original und Abbildung Conformität statt. Den j 

lEolinUllar, i(ogon»le VemudUchiflan. Üi Ö" 
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loxodromiscbeD Linien (Schifitohrtslinien) der Kugel ent«preohen 
also, wie in der Einleitung angedeutet wurde, logarithmische Spi- 
ralen, und diesen nach § 92 auf der Mercatorkarte gerade Liuien, 

Ist nun $ der Winkelabstand eines ptolemöisch projicirten Pnoktes 
Tou dem Pole, in dem die Projectionsebene berfihrt, so lässt sich 
mit Hülfe des Peripheriewinkels -|- leicht elementar beweisen, doas 
m&Q durch Dirisioo mit cos* ■-- aus dem Bogenelement d^ der Kugel 
dos entsprechende Bogenelement dz der Projectionsebene erliült Es 
ist also 



Bei der Abbildung Z^\ge wird aber dZ^ — , wo r der proji- 
cirt« Polabstaud, also [wenn der Kugeldurchmesser gleich 1 gesetzt 
wird] gleich tan -|- ist Letzterer Werth eingesetzt giebt 



rf^— - 



tan ~ tau ~ cos' -J 



2£t 
"«Dt' 



Dtts VfTffrvsscrunifSrerhälimss zwisclien dem Kugelelement und dem 
entsprechenden Elemente .der Mercatorkart« ist also r^-ji d. h. es 
ist »wf/deiirt projwrfimtal dem Sinus des Pöläbstanties. Mit HQlfe 
der reciprokeu Hüben der sinus-Curven lässt sich also das nach den 
Polen xuuehmeode Vei^össenrngsTerhültniss leicht graphisch dar- 
stellen. Beliebigen Kugelkreisen entsprechen nun im Allgemeinen 
Curven von der Form 9. Umachliessen die Kreise den projicirten 
und damit auch den projicireiiden Pol, so sind die Mercatorcurven 
Wellenlinien, die aus cungruenten l^eilen bestehen. Jede Welle 
hat dabei die senkrechte Basis 2», auf der ihre Symmetrieaxe seuk* 
recht steht. Der Wendepunkt jeder halben Wellenlinie liegt auf 
der Mitte der Höhe. Er theilt die Linie wiederum in congrnente 
Theile, so dass jede Wellenlinie 4 congruente Theile hat Schliesst 
hingegen der Kreis die Pole aus, so entsteht ein unendlich oft 
wiederholtes Oval, welches zwei orthogonale Symmetrieaxen hat 
Geht endlich der Kreis durch einen der Pole, so entstehen in der 
PtolemÜischen Projection entweder Gerade, oder Kreise durch den 
Nullpuukt, die unter gewissen Bedingungen den letzteren zum Aehn- 
lichkeitspunkte haben. Dann hat man in der Mercatorkarte Ovale, 
deren Mittelpunkt nach -|- oo oder — oo füllt, während ihre Höhe 
im Unendlichen gleich 2n ist. Man hat also nach der Bemerkung 5 
des § 92 lauter congruente Curven, die entweder nach rechts, oder 
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nach linlu offen tind, und deren Gleichung sich oof die Form 10 
reducireu läsEt. 

Hau kann die Geometrie dieser Curren in grouer Vollständig- 
keit am der Geometrie des Kreisea und der Geraden direct ableiten. 
Sie aiad, wie schon gesagt, besonders fflr die Darstellung gewisser 
Butronomiacher Verhältnisse auf der Mercatorkarte nuusgebend, und 
insofern des Studiums werth. Dass mit ihnen als isothermischen 
Curfen auch physicalische Probleme gel&st werden kSnnen, ist 
selbstverständlich. Die unendlich langen X)vale findet man z. B. 
auf S. 49 der „theoretischen Hydrodynamik" toq Auerbach iu 
Fig. 5 wiedet^egeben , womit ein Wink fflr weitere Ausbeutung ge- 
gebeu sein mag. Der Leser versuche selbst die den einfachsten Iso- 
thermenecbaoren der jer>Ebene (welche mit Kreisen und Geraden zu- 
sammenhängen, aber gegen den Nullpunkt beliebige Lage haben) 
entsprechenden Schaaren der Mercatorcurven mit Annäherung zu 
coiistruiren und die zugehörigen mathematisch - geographischen und 
physicali sehen Deutungen zu geben. Es handelt sich dabei z. B. um 
den stationären Zustand unendlich langer Streifen, iu welche unter 
gegebeneu Bedingungen Elektricität einströmt uud abgeleitet wird. 
Leicht ist z. ß. der Fall zu behandeln, ffir welchen die Elektricitut 
iu einem Punkte der Mittellinie einströmt, während sie auf den 
beiden Grenzlinien gleichmässig abgeleitet wird. 



§ !t&. CoiiiblnatloiiCH mit audcreu YerwaiidtsehafteD. 

Die Transformation 2 => Ig ^^ j combinirt die logarithmische 
Abbildung mit der Kreisverwandtschaft. Ihre Umkebrung, die vou 
der Form t i— "''„"^ ' ist, verwandelt die horizontale Parallelen- 

Bchaar der ^Ebene in ein Kreisbüschel, die yerticale in die Ortho- 
gonale Kreisschaar, während beliebige andere Parallelenschaaren 
iu die logarithmischen Doppelspiralen des § 19 tibergehen, deren 
Eigauschaften sofort aus denen der Geraden oder der logarithmischen 
Spiralen folgen. Die einfachste Gestalt der Gleichung der letzteren 
Curven ist 

Die Aufgabe, diese Gleichung in der isothermischen Form zu 
schreiben, die der partiellen Differentialgleichung ^u — genflgt, 
ist ein einfaches Uebungsbeispiel. Durch Figur 59 wird das System 
dargestellt. Dasselbe lusst eich als ptolemäische Projection einer 
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beliebig liegenden Loxodromenscbaar nebst OrthogonKlicfaaitr be- 
tracbten. Einige Eigenschaften mögen zu den in § 19 erwähnten 
ohne Beweis*) hinzugefQgt werden. 

1) Sämmtliche gleichwinkligen DoppelBpiralen stehen in Kreia- 
verwandtschaft 

2) Zu jeder giebt ea in derselben 8chaar eine congruente; nur 
Ewei GrenzfUIle sind aoBzunehmen: der eine giebt die in gewiesen) 
Sinne symmetrische Spirale durch den Halbimngapunkt der Strecke 
zwischen den Polpuukten , der andere die einzige durch den anend- 
lichen Punkt gehende, aUo mit Asymptoten durch den genannten 
Halbimngspnnkt versehenen. Dasselbe gilt von der Orthogonalschaar. 

3) Jede isogonale Trajectorienschaor einer solchen Doppelspi- 
ralenscbaar ist wiederum eine solche. 

4) Die Reihe von Beriihrungskreisen tn einem Streifen zwischen 
zwei Spiralen derselben Schaar hat ihre Berahrungapunkte auf der 
„isothermisch balbireuden'* Doppelspirale. Etotation eümmtlicher ein- 
geschriebener Kreise um ihr Centrum führt auf eine der Cyclide 
verwandte transcendente tläcbe. 

5) Ereiee durch den einen Pol, welche die Doppelspirale gleich- 
winklig schneiden, geben als Enveloppe eine gleichwinklige Doppel- 
Bpirale. 

G) Die Taiigeuten, welche sich von , dem einen Polpunkte aus 
an eine Schaar dieser Uurven legen lassen, haben ihre Berillirungg- 
punkt« auf einer Geraden durch den andern Pol, welclier der zur 
Schaar gehörigen Asymptote parallel ist. 

7) Zieht man durch den einen Pol eines solchen Curvensystenu 
eine Parallele zur Asymptote und bildet man in den Schnittpunkten 
die Normalen, so gehen diese durch den andern Pol. 

8) Die Krüaimungskreise schneiden die Doppelspirale nur je 
einmal, sie erfüllen die ganze Ebene stetig und bilden eine Kreis- 
schaar von merkwürdigen Eigenschaften. 

9) Jede Doppelspirale einer Schaar hat einen Wendepunkt. Alle 
Wendepunkte liegen auf der Asymptote der Schaar. 

10) FQr eine Schaar von Doppelspiralen geht durch jeden Punkt 
der Ebene ein und nur ein KrOmmungskreis. Die BerDhruugspankte 
BÜmmtlicher liegen auf denjenigen dieser Kreise, der durch den ge- 
gebenen Funkt gebt. 

11) Die Lydrodynamischen, elektrodynamischen und wSrmetheO- 
retischen Deutungen versuche der Leser selbst. ' 

*) Die leichten Beweiae beiden nch in dei Verfouen Abhftodlung Abel 
die lo)r. Abbildung im 16. Bande der Zeitacbr, fllr Hathcm. n. l*hjit. 



i 96. LiUentur. 245 

In gleicher Weise giebt die Abbildung 2 — \g f/J den Za- 
■ammenhang zwiaehen den Farallelenschaaren nad tlen confocalen 
LemuiBcateu 2'" Ürduang nebat ihren icH^onaleu Tr^ectorien, deren 
Eigenichuften Bioh ebenso leicbi entwickeln lassen, wie die der 
Doppelspiralen. (Vgl. g Öl), Die Erweiterung nach den Lcmnis- 
cateu bÜliorer Ordnung bin isfe leicht auszufahren. 

Ebenso giebt die Abbildung Z '~\g[ji -\- }/e^ — 1] die Trans- 
formation der confocalen Ellipsen und Hyperbeln nebat ihren iso- 
gonalen Trajectorien in die Parallelenschaaren. (Vgl, Cap, VIII.) 
Die Umkehrung « — -5 (e^-f-e-*) föhrt direct auf die Abbildung 
f <H cos Zi, die im nücbsten Abschnitt zur Sprache kommt. 

l>er reelle und der im^iuöre Theil der so abbildenden Func- 
tionen geben nach § 42 stets die Isothermengleichungen in der 
Form, welche der Poteutialgleichung genügt. 



§ 06. litteratur. 

Die Litteratur fiber den eigentlichen Gegenstand dieses CapiteU 
ist wenig umfangreich, mehr existirt über das kartographische Gebiet. 

lieber letzteres vergleiche man das Handbuch der MatLem. Phys. 
u. 8. w. von Rud. Wolf. Bd. H S. 151 etc. Dort wird über die 
stereographische Frojection des Ptolemüua resp. Hipparch dos 
N&thige niitgetbeilt. Auf S. 153 kommt Gerhard Kremer (Mer- 
cator) zur Sprache, der von 1512 — 1595 lebte. Letzterer konnte, 
da die höheren Rechnungen zu seiner Zeit noch nicht existirten, die 
Uegel der Kartenconstruction nur folgendermasseu geben: „Gradus 
latitudinum versua utrumque polum auximus pro incremento paralle- 
torum Bupra rationem quam habent ad aequinoctialem", d, h. man 
[aaat die Breitengrade in dem Verhältnisse wachsen, in welchem die 
l'arallelkreisa zum Aequator stehen. An Stelle von l und b (Länge 
und Breite) des Originals tritt 

I, — l und t, -= lg tan (45" + y) 

im Bilde, wenn der Halbmesser zur Einheit genommen wird, 

Prof, Thomae stellt diese kartographischen Dinge in einem 
Vortrage vom Jahre 1876, abgedruckt in den Berichten der natur- 
forschenden Geaellachaft zu Freiburg i. Br. (Bd. VII, Heft 1) in 
interessanter Weise zuaammeu. ' 

Lambert leitet in den schon citirten Beiträgen das Wesent- 
liche der Mercatorprojection wissenachaftlich ab. 

Ueber die stereograpbiache Projection spricht sich neben den 
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Lehrbücheru der Kart^ogrftphie KlQgeU Wörterbach atufOhrlichw 
aus. Auch iu tiruaerts Archiv Bd. 39 S. 332 «erden die Haupt- 
eigeuschaftcu entwickelt 

Austein nennt iu dem der citirten Dissertation vorauage* 
schickten hietorischen Abries noch Kästner (Dissert. mathem. et 
lihys.). uud Euler [de repraeseutatione suporficiei spharricae super 
piano. Acta acad. scient. imp. petrop. 1777. I], 

Lagrange und Gauss sind bereits citirt. 

Die Geometrie der logarithmischeu Spiralen und Doppelspiralen 
auf Gniudlage der coiiformeu Abbildung gab der Verfasser im 16. 
Bande der Zeitschr. für Matliem. u. Phjs. 

Hierher gehüren noch die kinematischen Untersuchungen Ton 
. Burmester über kreisverwaudt-verilnderliche Systeme im 20. Bd. 
der Zeitscbr. für Mathem. u. Phys. S. 405 — 422, wo die log. Doppel- 
spiralen zur Sprache kommen. 

Die Aehnlichkeilstransformationen und ihre Beziehungen zu den 
metrischen Relationen der logarithmi sehen Spirale kommen zur 
Sprache bei Clebsch (Lindemann), Vorlesungen über Geometrie, 
S. 995. 

Hicks: On veloci^ and electric potentials between two parallel 
planes, QuaL J. of pure and applic. mathem. t. XV, 274 — 315 
(1877/78), ferner: 

Maxwell, Treaüse on electricity and maguetism, 2" ed. 1881, 
behandeln einige physicalisdie Beispiele, welche unendliche Streifen 
betreffen. 



Vierzehntes Capitet 

Abbildimg mittels der Kreisfimctionea und ihrer 

ümkehningen. 
§ 97. Die Abblldangen 2 — cos x und g mm arcco« Z. 
Das Additionstbeorem giebt die beiden Gleichungen 

Durch Addition und BubtracUon erhält man 
2) 2 — cos X cos yi ■■- cos iT @ef y*) 

*] Einiger VereinfachnDgeii der SH^treibwaiie halber werden die Ufperbel- 
fuuctdoneu eiugcf^ihrt, und Ewar mit denselben Zeicben, wie in dem Lehr- 
bnche von Qflnther Aber dieselben. So wird k, B. in Gl, 3) dos soheinbai 
Imaginäre entfernt, und in GL 7*) tritt eine eiboblicho Abküntuag ein. 
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3) r '^^■■Si' ,n.,©i„,. 

iehnlich, wie in § 61, eliminire mao x und y dureli Quadrirnng 
uud Addition rmp, Subtractiou. Man evhSM 

' CO«'« iin'« ' 

I coM'yt «iii'si» (iofsr ~ ein'!* 1 (<» + e-»)» 



Der Linie x ^ a/ Qberbanpt Bämmtlichen Linien x — a 4; St»« ent- 
spricht kIm die Hyperbel 

«) J5-.-£i-i. '^" p-e-2«»., 

also in ieotbermischer Bclireibweiae, die der Gleichung Au-->0 
Geuflge leistet, sobald man Gartesische Coordinaten einaetst: 

G*) arocofl -^^^ ™ a . 

Den Linien y '^ + & entspricht die Ellipse 

^ i.(e*+e-*)'"'"±C<»-e-*)* «oi't'^ ein»6 *' 
4 4 

oder P+§-"C» + e-* — 2 6o(6, 
in isothermiecher Schreibweise also 

Blan vergleiche hierzu S. 153. Die Brennpunkte der Kegelschnitte 
sind die Punkte + 1, di« Halbaxea der Ellipsen sind 6of h und 
Siit ft, die der Hyperbeln sind cos a uud sin a, so dass sich der 
Neigungswinkel a fttr die Asymptote des eisteu Quadranten ergiebt 
UDd arithmetischen Werthfolgen von a arithmetisch auf einander 
folgende Neigungswinkel der Asymptoten entaprecheu. Es handelt 
eich also um die schon in Cap. VIll besprocbenea Isotbermen- 
iichaaren, deren physikalische Bedeutung ebenfalls schon erörtert ist. 
Ganz anderer Art, wie iu Cap. VIH, verhalten sich die Rie- 
maun'schen Blätter der Z-Kbene, Über die wir uns ausführlicher 
verbreiteu wollen. Ein Blick auf die Kigur 60a und 60b, welche 
das gegenseitige Entsprechen beider Ebenen darstellt, zeigt, dass 
der reellen Axe von — 1 bis + oo in der i^Ebene die sänuntlichen 
Iiinien ;£ » + 2ns, der imaginären Axe von — 1 bis oo die sämmt- 
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liulieti Liuieii « — + 2 (w + l)a entsprechen. Jedem verticalen 
Streifen von der Ureite 2x iu der r-Kbene entspricht nach der k^gui 
die doppelt zu denkende if-Ebeue. Wühread also die erstere Bchlicbt 
ist, besteht letztere aua unendlich vielen BEttern. Die Verzweigungs* 
punkte ergeben sieb aus den Dilfcrcntialquotieuten ^'■- — sin«, 
welcher für r ■— 4- änw verschwindet, d. h. für Punkte, denen in der 
Z-£bene die Punkte + 1 entsprechen. Diese sind Verzweigungspuukte. 
Ein solcher ist auch der unendliche Punkt der Z-Ebene, in dem 
wiederum alle Blätter zusauimeuliüngen müssen « da ihm die oneud- 
lich fernen Bereiche oller EUizcIstreifea der if- Ebene entsprechen. 
Damit stimmt zusammen, ilnsa Z' für unendlich grossos, z, B. als 
00 -i aufzufassendes g, unendlich gross wird. Man denke sich nun 
die Verzweiguugssehnitte der if- Ebene in die reelle Axe von -(- 1 
nach — 1 und von + 1 nacli co gelogt, dann kann man dou Zu- 
Kunmeuhang folgenderiuasseu festsetzen. Zwischen -|- 1 und — 1 ' 
durchkreuzen sich die beiden Schichten jedes Doppelblattes, with- 
roud links von — 1 alte Blütter schlicht übereinander liegen. In 
Fig. 60c ist dieses Verhalten an drei der Doppelebeuen dargestellt. 
' Der dritte Theü der letzteren Figur zeigt das Verhalten rechts von 
-f- 1. Beim Ueberschreiten des dortigen Schnittes in der eilten 
Uichtung gelangt man aus der oberen Schicht jedes Doppelblattes 
in die obere des daruntcrlkgendai Doppelblattes, aus der unteren 
Schicht hingegen in die untere Schicht des darühcrliegendm Doppel- 
blattes. (Die untereu Schichten sind in der Figur (iüc besonders 
hervorgehoben.) Dieses verschiedene Verhalten der oberen und un- 
teren Schichten ist nicht willkürlich, sondern nothwendig, und 
Btimmt mit dem Verhalten der jü-Ebeue überein. Setzt mau z. B. 
fest, dass der unteren Hälfte jedes Streifens der «-Ebene die untere 
Schiebt des entsprechenden Doppelblattes, der oberen Hälfte die 
obere Schicht entsprechen soll, so ergiebt Ach Folgendes: Ein kleiner 
Kreis um einen der reellen Punkte ±2t)n der f-Ebene, z. B. um- 
den Punkt 2» fQbre, im Kaume Q rechts drehend beginnend, aus 
der oberen Hälfte des Streifens / in die obere des Streifens Ilf dann 
in die untere des Streifens II, darauf in die untere des Streifens / 
und von dort in die obere des Streifens / zurück, wobei er also die 
4 benachbarten Quadrate Q, A, Q, A, die sich um den Punkt 2x 
■ gnippiren, passiri Der entsprechende kleine Kreis der ^- Ebene 
nmgiebt den Punkt -|- 1, muss abo, da dort Q und A mit dem 
' Winkel 160° statt 90o ancinanderliegen und da gleichmüssige Winkel- 
vergösserung stattfindet, einen doppelten Umgang machen. Ist nun 
In die obere Schicht des fraglichen Doppelblattes, J. die untere, ist 
ferner /ig die obere, //■ die untere Schicht des drunterliegenden 
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Doppelbiftttea, so fUhrt, wie Pig. 60d nud der zweite und dritt« 
BcLnitt iu t'ig. 60o zeigen, der Weg in der That cjclisch durch die 
Blätter 

wobei die Uüokkelir Dur durch die vcrachialme Art der Durclikreu- 
Kuugen bei gleichem Umgang reohte von -f- 1 sn ermöglichen war. , 

Bei dieser Art des Umgangs list also -|- 1 ein Windungipunkt 
IM Ordnung fDr die so zosammenhängendeu Flüehengruppen. 

Wird hingegen der Schnitt von + ^ nach — 1 bei dem Um- 
gänge um den Punkt 4- ^ der ^-Ebene nicht mit dberacliritteu, 
indem man e. Ü. auf einer dor gezeichneten Ellipse» wandert, so 
entsteht, wenn die Waudenmg im gleichen Sinne geschah, wie 
vorher, entweder Uebergang 

...J„ /I«, Illt, /K,... 
aus jeder oberen Schicht in die obere Schicht des nüchsten dar- 
wtterliegcnde» Doppelblattes, oder aus jeder unteren Schicht in die 
untere Schicht des nüchsten dariWerlicgendm Doppel blattes, z. B. 
wenn man rOckwilrts negativ zählt, der Gong 

. . . A, Ou, - /., — Iln, — III. ..., 
so dasB ein solches Umkreisen unendlich vide Windungen giebt, 
ühne 2u Bcbliesaen. 

DasB endlich der Punkt — 1 der ^-Ebene für kleine ihn um- 
gebeude Kreise ein Windungspunkt, 1*" Ordnung ist, wird der 
Leser ohne Weiteres aus den t^guren abnehmen. 

t'fir den uneudlicheu Punkt ist besonders darauf aufmerksam 
tu macheu, dass in ihm alle unteren Schichten fOr sich, ebenso 
alle oberen Schichten für sich zusammenhängen, während keine 
einzige obere Schicht mit einer unteren im Zusammenhange steht. 
Man erkennt dies daraus, dass jeder der besprochenen EUipsenwege 
eine Umkreisung des unendlichen Punktes der Z-Ebene ist. Man 
kann dies auch aus dem Vei^leiche mit der Riemonn'schen Fliehe 
des Oapitel VIII Bchlieaaen. 

Damit ist der Zusammenhang beider Ebenen endgültig in ein- 
detitiga- Weise geregelt. 

Der Leaer achte noch auf die Symmetrieverhältnisse innerhalb 
jedes einzelnen Streifens, femer darauf, dass die obere Hälfte jedes 
Verticalstreifens von der Breite 2» auf ein Blatt der Z-Ebeue ab- 
gebildet wird, jedoch ist das Blatt von — 1 nach -f- 1, ebenso von 
+ 1 nach -f- <K aufgeschnitten. zu denken. Das Verbalten ist also 
etwas anders, als bei der Mercatorprojection. 

Iu beiden Ebenen entsprechen sich folgende Corvensysteme: 
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(r[(e..x«o.!,.), (-'J^'X')].,, 
8)ALX, rj-0 uud Ler 

[/■[(cm « 8o( Jl), (- •iD»Siuj)l-«0, 

9) joder und /'(«y) — 0. 

[r[(«c .0. ^7-«), lg('4-« + /("S^'-^j - 

So gebt z. B. die Gleichung der Geraden ^ + -*- ^ 1 über in die 
schou in § 64 gegebene der isogonalen Trajectorieo der confo- 
caleu Ellipsen- oder Hyperbelschaar, die eich also neben der Form 
20) auf Seite 152 nocli auf folgende Art Bcbreibeu Itlset: 

l-^arc cos ^^ + i 3[rc 6öf ^^^ " 1- 
Dasa auch sie Isothermeaschaaren sind, ist selbitvers^adlich' Die 
iaothermische Schreibweise einlebt sich z. B. aus der Gleichung 
y — Ax «~ 6 der schrägen Geraden als 



10*) 



oder 

3trc Gof ^^ — A arc cos^=^ — 6. 



Die linke Seite muss jetzt der partiellen Differentialgleichung A u -■ 
genflgen. In dieser Gestalt geben die Gleichungen %. B. elektriacbe 
Spannungscurren oder Stromlinien an. [Die Figurentafel ku der 
Abhandlung ' des Herrn Guebhard*): „Figuration ^ectrochi- 
miqoe etc." enthält unter Nr. 40 die eiperimentelle Wiedergabe 
einer Ton mir angefertigten Zeichnung.} Sie sind leicht mit An- 
näherung in Figuren nach Art 60a als Diagonaicurven einzuzeich- 
nen, wodurch man gleichzeitig die Rechteckseintheilung der Ebene 
ertült. Ihre wesentlichen Eigenschaften lassen sich ebenso, wie es 
im vorigen Capitel mit denen der logarithmischen Spirale geschab, 
ohne Weiteres aus denen der Geraden ableiten. 

Statt der Beziehung 9) konnte man auch folgende einfuhren. 
Es entsprechen sich 



*) Journal de pbjeique th^rique et appliqu^, 1883, 8. isrie, pago SOS. 
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Dabei wird dtrect von den elliptiKhen Coordinaten su den Carte- 
giBchen Übergeführt. 

Ktlr einea Zweck des folgenden AbBchniitB sei. noch angegeben, 
diws den Kreisen lg 71 ■■ c um den Nullpunkt der ^^Ebene die 
iBothermensehaareu 

12) Ig^^e»» + 6-»»+ 2co8 2«) — c, 
den Geradeu arcton v'^Y <^i" Isothermenachaarea 

13) arcUn 1 ';.^ ~* tan a:J — y 

eutsprechen, Die Schreibweise l&ast sich vereinfachen, jedoch ge- 
uUgt die hier gegebene der Differentialgleichung Au — 0. 

H OH. Die Abbilduns ^ => gin # und Ihr Znummenhaiig 
mit Z—tWM. 

In derselben Weise, wie in § 97, ergiebt sich, doss den Linien 
le ■» a 4: 2»» die Hyperbel 

14) . , 3-—1, oderP — Q^28ina, oder aresin —^^ — a, 

' •in' a eafl a ' * a ' 

den Linien y — + fr die Ellipse 

,-, X* Y* , , JC» . Y* I 

oder 9tre ßof ^^ — 6 
entspricht. 

Die Ellipse stimmt mit der des vorigen Abschnitts vollstSndig 
Oberein, bei der Hyperbel sind sin a und cos a vertauscht, so dasa 
der Neigungswinkel der Asymptote im ersten Quadranten jetzt 
90* — « ist, d. h. an Stelle der vorigen Hyperbel ist ihre Comple- 
mentarhyperbel getreten. (Vergl. § 59.) Da nun sin * — ]/l — cos' m 
ist, so folgt das schon frOher bewiesene Resultat, dass bei der Ab- 
bildung Z — yi — «' jede Ellipse um + 1 sich selbst, jede Hyper- 
bel aber in ihre Complementarhyperbel flbergelit, ohne weitere 
Itechuung. 

Bei der Abbildung ^ — sin » ist ferner 2' •• cos ^. Die An- 

•v "■ 
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gel^enheit der Windiingspunkte erledigt sich also wie im vorigeu 
Abschnitt. Constanten absoluten Betrags ist der Differentialqiio- 
tient fOr Kreise um den NuUpnakt der ^-Ebene, d. h. ftlr die dem 
letzteren in der £-Ebene entsprechenden Cnrven, d. h. fQr die Cur- 
veu 12 des § 97. Dieselben sind also nach § 46 proportionaler 
lüuge mit den Gurren, welche in der ^Ebene den Kreisen um 
(leu Xullpuukt der Z'-Ebene entsprechen, d. h. (nach § 59) für die 
Lemniscaten yF . Q — > c mit den Brennpunkten + 1 ■ Folglich 

Der einfaüic Umgang um die Lcmniscate j/F . ^ ■— c mit det» 
Jircniiptmltc + l_ist dus c-facJie von der Bogenlänge der Curve 



16) iV''"' + '^*' + 2«°« 2x - 



mir ist Ictetere auf cttten verticalen Fläehenstreifen von dar Breite 
2x eu hcschrUnlzm , sofent sie nicJU gescJilosaen tat. [Im Falle des 
Schliessens handelt es sich natürlich nm eins der unendlich vielen 
Orale.] Für c *- 1 findet also Gleichheit der rectificirten Periphe- 
rien statt. Die Resultate, welche die Theorie der elliptiechen Func- 
tionen Ober die Rectification lemniscatischer Gnrven giebt"), lassen 
sich also direct auf die transacendenten Oorveu 16) Qbertr^en. 
Bemerkeuswerth ist, dass, wenn die Lenmiscate aus getrennten 
Ovalen besteht, also für « < 1 , auch innerhalb des Streifens von 
der Breite 2x die Curven 16) aus zwei getrennten Ovalen bestehen. 
Für c — 1 stosseu dieselben, wie die der gewöhnlichen Lemniscate, 
rechtwinklig zusammen, was auch nach rechts und links mit den 
periodisch sich anschliessendeo Figuren geschieht. Für c > 1 lie- 
gen in dem Streifen, und zwar symmetrisch gegen die reelle Axe, 
zwei getrennte Wellenlinien. Mau kann die genannten Curven 
leicht augeuähert in die Figur GOb einzeichnen, indem man in die 
quadratisch eingetheilte i^'igur 60a Kreise um den Nullpunkt ein- 
trägt und ihren Verlauf in den entsprecheuden Quadraten von ÜOb 
markirt. 

Die Curven 16) oder noch besser 12) lösen z. B. folgendes 
Problem: In den Streifen von der Breite « werde an der Stelle ^ 
Etektricität eingeleitet, im Unendlichen al^leitet, dann sind die 
Curven 12) Spannungscurveu, die Curven 13) Stromlinien. Der 
G^enstand löset sich mühelos weiter verfolgen. 

Ueber die Behandlung der Abbildung e «s orcsin Z mit Hilfe 
des Integrals 



*} TergL z. B. SchlSmilch, Comp, det Analjus, 11. Beite 3Si (2. Aufl.}- 
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r dz 

informire man aich luush den Lehrbdchera , z. B. nach Dur^ge. 



-J. 



S 99. Die Abbildungen / — tan f and m — aretan Z. 

A(»« + s»— arctan(X+ TO folgt« — y»^ aretan X— Yi, 
•Iw durch Addition nnd SabtravtioD 



Den Linien ic — a + »x entapricht also dag KreisbOschel durch 
+ t mit der Gleichung 

den Linien V" + ^ '''^ orthogonale Kreiaschaar 
o\ sr tan 26» * „, 

2) i + (3-»+y.) i i«« 26. 

Um direct auf die Bicircalarcoordinaten za geUngeu, operire man 
folgendertnassen : 

3) x + yi~ aretan (X + TO - n '« 1 1 jxt r.V> 
also 

4) I _ ,,,• _ »cton (X - r.-) _ - i Ig ;-gi^'j; , 

folglich durch Addition: 

■=■ aretan y_ — aretan ~v, ^ (& — X, 
so daes der Liniengruppe x-=a wiederum das obige KreiebSsehel 

6) , i[»_j:J_„ 

entspricht. Denkt man sich in der Klammer + 2»» beigefügt so 
ergiebt die Halbirung sofort 4:*!» als Periode, was oben als be- 
hannt angenommen war. Hier sind O und X die Neigungen der 
von 4:* ausgehenden Radii vectores gegen die positive imaginäre 
Axe, wofür man jedoch ohne Aenderung die Neigungen gegen die 
reelle Axe nehmen kann, da die Aenderung -~ sich hebt. 
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Snbtraction et^ebt aas den Gleichimgeo 3) and 4) 

oder nach Eutfemnug von t und Einmiiniiig der Radil vectorei 
P und <e 

HO dass den Linien ^ ^ b die znr obigen orthogonalen Kreiaechaar 

entspricht. 

Es entsprechen sich also in beiden Ebenen folgende Cnrren- 
Systeme: 

Die Ausbeutung dte«er Beziehung nach geometrischer, geographi- 
scher uud pliysii^aUscher Richtung bietet keine Schwierigkeiten, 
auch die Ermittelung zahlreicher, der Gleichung Ah^O genOgen* 
der Uebuiigsbeispiele kann mQheloB geschehen. 

Durch Entwerfen einer leichten Zeichnung stelle man fest, 
dass dem Wege ron nach -|- oo auf der reellen Axe der ^-Ebeue 
der Weg von bis -^ (oder eine periodische Wiederholung desseU 
ben) auf der reellen Axe der r-Ebeue entspricht, dem von. bis 
— CO in ^ ein solcher von bis — ~ in r, dem von bis + » 
in Z der von bis oo i in e, dem von bis — » in Z der von 
bis — 00 t in 2. Der Weg von -f- * n^ch + oo t in ^ geht* Ober 
in den verticalen W^ vom unendlichen Bereiche nach dem Punkte 
~ der «-Ebene, etc. 

Demnach entspricht dem Einheitskreise der 2-Ebene ein nn* 
endlicher verticaler Fl^henstreifen, z. B. der zwischen den Geraden 
j;^Hh-T- der ^Ebena liegende, der ganzen Z-Ebene, die von -|** 
nach + oo t und von — t nach — oo i oder von + t nach — i 
aufgeschnitten zu denken ist Der Terticale Streifen zwischen -t* 7 
nnd — -Tt iii^ andern Worten: 

Die Function Z ^ tan e gtfbt den direäen Zusammenhang ttci- 
I sdicn der MercatorprojectUm und derjenigen Ptolemäischen Pnpee- 
\ fion, von der geuiiihnlich nur ein Theit diu-gesleUt ü/, die östUclie, 
\ oder die tvestliciie Hdihkwgd. 
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D» — jjj — ^rx"« '•'» ^'* "*' Z^ + i onenillich gross 
wirdf K> sind die Pnakte ± • der ^-Ebene die "* -n Venwei- 
gungspankte derMlben. Die Linie Ton -f* * ""^ — 'i o^^' <^i^ 
Ton -f- t nach -f- oe> * »nd 'die Ton — i nach — oo t geben den 
einzigen Verzweigungssclinitt. Die beiden: Windnngapunkte sind 
ober TOD unendlicb boher Ordnung, denn der Winkel zwischen 
den Parallelen der ir-Ebene wird fOr einen Streifen von Breite « 
derselben in den Winkel von 2n verwandelt. 

Dasa den Geraden X e=> a nud T^b der Z- Ebene die Curven 

entsprechen, sei beiläufig erwähnt. 
Mit Hilfe des Integrals 



'-/^ 



lüsst auch diese Abbildung eine andere Behandlung zu. Yei^l. 
Durege, Elliptische Functionen, Seite 370. 

§ 100. Lltteratnr nnd Bemerknagen. 

Siebeck giebt bereits im 55. Bande des Orelle'schen Journals 
Audentnngen Aber die Abbildung mittels der Kreisfunctionen, Die 
hierher gehörigen Itiemann'schen Blätter werden bezüglich der 
Verzweigungspunkte in den genannten Lehrbüchern behandelt, je- 
doch wird die Art der Durchkreuzungen wohl uii^ends mit der 
nüthigen Klarheit dai^estcllt. Unsere Darlegungen lassen keinen 
Zweifel übrig. Dieselben wurden bereits im 18. Baude der Zeit- 
schrift für Mathem. und Physik nnd im Programm 1873 des Gym- 
nasiums zu Elberfeld gegeben. 

Sonst ist, wie überhaupt auf dem Gebiete der einfach perio- 
dischen Functionen, für die Theorie der isoj^nalen Verwandtschaften 
nur Weniges geschehen, obwohl besonders für die Theorie der 
freien Ausflussstrahlen im Anscfalusa an die 22. Vorlesung in Kirch- 
boffs „Mathematische Physik" noch viele interessante Beispiele 
abgeleitet werden können. 

Nur eine weiteigebende Abhandlung ist dem Verfasser bekannt 
geworden, wiederum ein Beispiel von Amstein, die Abbildung 

Z = 1 — « -}- lg jB 
behandelnd, durch welche Kreise und Cycloiden aufeinander abge- 
bildet werden. Vergl. Bull. Soc. Vaud. Sc. Mat XVI. 82, page 262. 
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Die Torigen Abschnitt« werden gezei^ haben, das« die Schwierig- 
keiten durchaus nicht gross sind, obwohl von Constructionen mit 
Zirkel und Lineal abzusehen ist 

Oft kann man die eleganten Formeln der Goniometrie benutzen 
um algebraische Abbildungen in eigenthQmlicher Weise ku behau* 
dein. Soll z. B. 

untersucht werden, so fDhre man eine Hilfsebene £ durch die 
Gleichungen Z =« sin 2$ undjE-^sinC ein, was der obigen Be- 
ziehung entspricht. Ebenso liessen sich ^ ■* 3f — A^ durch 
if ^ siu 3 g und 2 ^ sin £ Tereinfachen. Man kann dann mit Hilfe 
des {gegebenen sofort eine Reihe von Sätzen fUr diese Art von 
Verwandscliaften ablesen. 



Fünfzehntes C&pitel, 

Abbildung mittels der elliptischen Functionen und ihrer 

Dmkehrungen. 

% 101. Allgenieinei« über die Abbildungen Z — sin am« und 
: fUr mod h •\-, reell und < 1. i 



"1^- 



Z*i{l—k'Z'i 



Die Function Z »» sin am e gehört zu denen, bei welchen cou- 
jngirten Werthen des Arguments conjugirte der Function ent- 
sprechen (vergl. § 43), nnd zwar ist zugleich 
\)X± r» — sinam(a:±yO 

gi nama!C0iamyi/ \ amyt±Mpamyfe<»ama»^ »mie 
1 — Jt* Bin' am x «in* am yi ' 

so dass die Trennung des Reellen und Imaginären durch .Addition 
und Subtroction folgendermossen geschieht: 

g. -y __ maain{ie4'y ' ') + "°a'"(a'— y*) ^^ ain am g coa am yt A ^'^ V* 
' 2 1 — l^<Biii*ainciin'ainyt * 



Die rechten Seiten von 2) nnd 3) gleich a resp. b gesetzt, geben 
die fundamentalen ]sothermens;steme der «-Ebene, und genOgen'der 
partiellen DiSerentialgleichnng Ati-»0. Damit ist auch gezeigt, 
welche Curven der if-Ebene den Curren /"(XZ).— der anderen 
entsprechen. In welche Gurren die Kreise und Geraden^. um resp. 
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dunh dea Nullpunkt der ^-Ebeae flbergehen, ei^ebt sich «ui 
den Qleichungen 1) durch MnltipUcation nnd Division, deren Re* 
niltat ist: 

4^ Jp'4- r» — lin'tinc -iW Moirf- 

' "^ 1 — t»im*»iiiijim'amyl' 

f,\ y 1 tan»myf ^m »^ 

^ "X ^ ^ tw> «n « A ■"" K» ' 

£inBetxung dieser Werthö in die Gleichungen lg A •* e und 
«retan v"}' K>ebi Gurren, deren physikalische Bedeutung Sfüter 
erürtert werden soll. 

In hSherein Grade intereasirt uns jetzt die Frage, was den 
Geraden x ^a und y ^ b der «-Ebene entspricht, denn die perio- 
dische Eintheilung der letzteren wird' dadurch iu die ^-Ebene - 
übertragen und der Zusammenhang der Blätter der letzteren wird 
klargelegt 

Die . gewShnliche Methode wQrde folgende sein: Ans den Glei* 
chungen 1) folgt durch Umkehrung 

x+n 

f., j_ . r d[X+Yt) j 

0} x^y*~J ^ __^__„^,.,-^^___^^^^ - J., 

nnd 

X- n 
71 x-tfi— C d( X-Yi) ^j 

j/K[!-cx-y<)'][i-i*(X-i'i>«] '■ 

Den Geraden x^ a und y^h entsprechen also die CnrrenBchaaren 



8) 



J, + J, 



9) ^•'^-»V 

deren linke Seiten wiederum der DiSereutialgleiGhung A« <— o ge- 
nügen. Dass den Gurren f{xy) — ganz allgemein Gurven 



10) /-[iii, i^]-o 



ratsprechen, ist wiederum selbatverständlich. 

Die LSsung der gestellten Aufgabe ist aber eine implidte. Eine 

explicite LSauug erhält man durch Elimination von x oder y aus 

den Gleichungen 2) und 3), die mau auch mit 4) combiniren kann. 

Setzt man zur Abkürzung 

sin am z — I, cos «mx^m, A am a; ^ n, 

sin am yt ^ k, cos am yt ^ f», 'A am yi^ »>• ^„ -.u 
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eo folgen aiu Gleicfaung 4) die Relatiouea 

_ l' + f X'+r') „_ P-{JP+¥*) 

Benutzt man dieselben 1>ei der Elimination, so «i^beD sich Otei- 
chungen, die sich auf folgende Form bringen loanen: 

u) (i? + r-)' + (x- + y) L+>;ii _ y '^7^%"^ + i - o, 
12) (X'+ r>)' - (x-H- T') li™ + 1" ^.>-ä!' + p - »• 

Aus ibnen lassen sich die SymmetrieTerhültnisse gegen beide Axen 
leicht entwiekeln. Gleichung ]]) entbütt nur noch y, Gleichnng 13) 
nur noch x. Setzt man nun x -=a und y <— 6 , so werden auch 
I, »t, n, X, n, V, constant, und dasselbe gilt tou den in beiden 
Gleichungen vorkommenden Factoren — ^yi— Q< a- w. 

Nun hat die elliptische Function die reelle Periode*) AK und 
die imaginäre Periode 2iK\ wobei 

jp l' d^ r da 



^ ~Jvi-h'^n'v''Jy{ 



und jt'' — 1 — k*. 

Aus Obigem ergiebt sich demnach Folgendes; 

Sämmtlkheti Geranien x^ a + 4tiK ent^riclU eine Ourve 
4*" Grades von der Form 12), sämwi/ItcAen Geraden y — 6 ± 2nK' 
eine sc^te von der Form 1 1 ). 

Beide Systeme sind orthogonal und isothermisch, die isother- 
miscbe Schreibweise, welche bereit« durch 6) und 9) implicit ge- 
geben ist, lässt sich erreichen, indem man z. B. in 11) 1 — ^* fOr 
(t'j 1 — x*Jl* fOr r* einsetzt, und A aus der Gleichung berechnet, 
wodurch man auch y explicit erhält. 

Setzt man 

so lauten die Gleichungen in Polorcoordinaton 



*) Deber die Becechnniig tdh K mitteli dea ProdncteB K—-ä- (1 + h) 
(l-i-h,) (1 + I't) ... sehe man x. B. Dnrüge, ellipüiche Pnactiiuien, Al>> 
•chnitt SL Ebendaselbet ist die Berechnung der Inlegr^e erihrtert. < 
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13) B* + J.,n* - B,R* «»» * + ^ — 0, 

14) n* - A,B? + B.m »in' 4^ + ^ — 0. 
l}et!itinaDial3)A-a=~, wodurch Ji^ vancbikindet und A,^ — -f 



wird, so gebt sie Ober in 
16) 
Da femer 



.6) n-^. 



iit, so folgt, dass am ParaUekn y •" i -.-".rt_ S' der e-Ebme ein 
Kreis mit dem Radius y= entspricht," gegen wichen lieciproeität 
ttaüfmdet. Mau Tergleicbe dazu § 4^, II, Betrachtet man den Kreis 
als Eiuheitakreis, was man durch die Transformation B •» Hyit er- 
reiclit, so kann man in der That die Gleichnugen 13) oad 14) leicht 
HuT «lie Fonu 

B' + C; - D, cos' » + j|i — 0, 

B» -C,-\-D, Bin' » + iJ, — 

briDgen, in der sie di» reciproke Gestalt angenommen liaken. [Der 
IleciprocitSt gegen den Kreis entsprechen Sjrmmetrieverhültnisse 
innerhalb dos Periodcnparallclogramms.] 
Setzt man ebenso iu Gleichung 13) 

'-±rfff-"°""(±^-'^) 

ein, so reducirt sie sich nach einigen Umformungen auf 

16) (z'+r>)'-(Z'- r')|i + ^-o, 

d. b, m^ die OUtchung einer Lemniscate, die den .^vü 15) orthogonal 
khnei<let. Dieselbe entspricht also aUen Linien £ — + ~t~ ^' 

Man untersuche noch die Specialfiilte x^ + K, a; ^ + 2K, 
y-0, y — ±K', d.h. l—±\, l — O, i — 0, i — oo. Das 
Resultat ist folgendes: Sümmtlichen Linien g — +_2nK' entspricht 
ein unendlich oft wiederholter geradliniger Hin- und Rückweg 
iwischen den Punkten + 1, sämmtlichen Linien a; ^ (1 ;J7 4n) K 
ebenso die Gerade zwischen +1 nnd j, den Geraden a:^—(14:4»)it 
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die Gerada voii — 1 nach — r , den Parallelen « — ± 4n £ dia 
ganze F-Axe, den Geraden ± (2» + 1) K' die reelle Axe von -{- --■ 
nach OD und Ton — oo nach — ^ ■ 

Fig. 61 a stellt alle Bpeciell besprochenen Geraden der f-Ebene 
und 61b die £ugeh5rige& Geraden, den Kreia 15) und die Lemoii. 
cate IC) der ^Ebene dar. Dies reicht hin, nm die Biemann'ichen 
Flächen der letzteren derart in Zoaammenhang au aetseo, daaa die 
Beziehung zwischen beiden Ebenen eindeutig wird. 

Das gesammte Periodenrechteclc aUjO^a, ectb&lt jeden Buch- 
staben doppelt, d. h. es entspricht einem Doppelblatte der Z-Ebeue, 
welches durch die drei Verzweigungsschnitte von + 1 bis -{- r i von 
■T Aber -}- oo und von — oo bis — -r, endlich von — t **'* ~~ ^ 
in seinen Schichten und mit den benachbarten der dbrigen Doppcl- 
blütter, deren Zahl unendlich gross 2*" Ordnung ist, zusammenhtlugt. 
Dasa die genannten Punkte singulare, und dass +^, :^t Ver- 
zweigungspunkte sind, folgt aus dem Differentialquotieuten 
2' — cos im jt A am ü — y'l — Z^ yi — WZ', 
welcher für 2^+1 und + -r verschwindet, für Z«» oo unendlich 
gross ist. In den VerzweignugBp unkten treten, wie die Figur zeigt, 
Winkelündemiigen im Verhiiltnisse 1 ; 2 ein, da die Ecken des halben 
Rechtecks in der Z-Ebene gestreckt wiedergegeben werden, während 
die Stellen e und f von 180'' auf SCO" gebracht «erden. Beeüglich 
des Zusammenhangs der Blätter der Z-£bene machen wir folgende 
Annahmen : 

a) Die Schichten jedes Doppelblattes haben keine anderen Blätter 
zwischen sich. Sie gehen Ungs des Schnittes be in einander Über, 
so dass der Punkt e für jedes Doppelblatt ein Windungspuukt l*** Ord- 
nung im gewühnlichen Sinne ist. Bei b ist das Verhalten compli- 
cirter, weil dort ein zweiter Schnitt hinzutritt. 

b) Jedem Horizontalstreifen der j^Ebene von der Breite 2K' 
entsprechen unendlich viele Doppelblätter der ^-Ebene. Zwischen 
ihnen sollen keine zu anderen Hoiizontalstreifen gehörigen Schichten 
liegen. Je weiter nach rechts die Feriodenrechtecke liegen, um so 
tiefer sollen die Doppelblltter einer solchen Gruppe sich befinden. 
Sie gehen in einander über längs der doppelt zu denkenden Linie 
af, und zwar hüngt dort stets die untere Schicht eines Doppelblattes 
mit der oberen des nächsten tiefer liegenden Doppelblattes zu- 
sammen. 



1 101. AUgemeiii« Ober dio Abbildungni Z»idiiunfu.i.w. 261 

c) Je tiefet eiu Horicoutalatreifen der «-Ebeue lich befiadet, 
am M tiefer loll aich die in ihm gehörige Grappe von Doppel- 
blättert] befinden. Hat eia Streifen in der Richtung nach rechts 
die TolUtündigen Periodenrechtecke I, II, III . . ., denen also die 
Schichten /,, J«, //,, //., ///„ III, ... der if-Ebene entsprechen, 
RU soll der nächste darunter befindliche Horisoutalstreifen die Recht- 
ecke 1, 2, 3 .,, senkrecht unter den vorigen gleichsahligeu be- 
sitzen, ao dau die oElchste Blüttergruppe der Z-fibene entsprechend 
dio Schiebten 1„, U, 2«, 2», 3,, 8. . . . hat. 

Dadurch ist das Verhalten der flbrigen Windungspuiikte klar 
gelegt. Umkreist man z. B. den Punkt a der «-Ebene auf kleinem 
Kreise einmal, und zwar links drehend, so umkreist man entsprechend 
den Punkt a der Z-£bene, wenn mau von Z/g aasgeht, mit folgen- 
dem je zwei Umläufe erfordernden Tumna: 

//„JJ-iJo //„/.I.2a.... 
In li'ig. 61ab ist dieaes Verhalten angedeutet, iu hig. 61a schematisch 
dargestellt. In letzterer Zeichuuug sind swischeu den gezeichneten 
tilüttorn noch uuendlich viele der beiden Hauptgruppen zu denken. 
Der Turnus bei a.^ wUrdu suiu 

///o//«2„.% ///,/A2«3o .... 
Aehnlich ist das Verhalten bei a, und a^, nur ist dort die Dächst 
bdbere Hauptgruppe mit der behandelten zu verbinden. Fflr alle 
so zusammenhängenden Blätter hat mau also Windungspunkte 
l"* Ordnung. 

Der Punkt ( der s-Ebene veranlasst in gleicher Weise folgen- 
den Cyclus: 

//,/Jo2o2„ IJ,.i/o2,2 

der Punkt f der «-Ebene folgenden: 

//,/. //„A .... 
So ist das Verhalten in allen kritischen Punkten geklärt Die in 
der ^Ebeue mit oo bezeichueteu sind nur insofern singulär, als das 
Ve^rSsBerungsrerhältuisB nach der 2-Ebeue hin 1 : od ist. Winkel- 
änderungeu treten in ihnen nicht ein. 

Schlägt man Wege ein, die zwei Verzweigungspunkte ein- 
Bchliessen, folgt man z. B. dem in 60b gezeichneten lemniscatisehen 
Ovale, welches Qbrigens durch die Punkte y—^-p ^oi j , ■ geht, 

so erhält man keinen C;clus, sondern man gelangt durch unendlich 
viele Blätter, z. B. 

L .C;oo;;.|c - 
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/«l« ■ ■ ■ (•lurch die OberBcliichten aller g1eichs»hljgen) 
oder 

U7. . . . (durch die Unt«Kichichten iu entgegengesetzter Uichlung), 
Bewegung auf dem Kreise hingegen giebt 

Damit ist das gegeHseiiige EnispreeJien beider £&enen vollkommen he- 
stimmt Ulla eindeutig geworden. 

Ueber die vom Integrale ausgehende Behandlang des Gegen> 
Standes vergleiche man die Fnnctionentheorie TOQ Dur^ge, Ab- 
schnitt X. § 57. 4. 
I Die Eintheilung der i?-£beiie iu „kleine Rechtecke" erhält man, 
: wenn man in x ^ a und y *= b arithmetische Werthreihen fOr die 
rechten Seiten einführt. Zu den <]leichungen 8) und 9) ist keine 
weitere Bemerkung nöthig, bei 11) und 12) aber hat man in 
l — ■ siu am x, m -» yl — sin' am x ete. arithmetische Wertbfolgen 
für X resp. g zu setzen. 

Die Eintheilung giebt in den verschiedenen Blättern unter ge- 
': wissen Bedingungen sich deckende Zeichnungen, besonders dann, 
wenn mau in X'=0, a, 2a, 3a, ..., jr — > 0, b, *ib, 3I> . , , 
a ■- — , b = — setzt. Die Diagoiiat)iuukte der Iteclitecke geben 

idaun in der if-Ebene solche -isogmiiilu Trujucturieii , die in allen 
Blüttern sich decken. Iu der r-Ebcue ist die Neigung der ent- 
sprechenden Geraden 

17) y = + arctan ^ • 

Alle anderen Paralleleuiicliaiireu passiren mehrere halbe Perioden- 
rechtecke in verschiedener Weise, ehe sich ein periodisches Ver- 
halten zeigt, die entsprechenden Curven scblieasen also erat nach 
mebreren Umgüngeu. Ist die Tangente des Schnitt winkeis irrational, 
Bo niederholt sich das Verhalten gegen das betreffende Rechteck nie, 
so dass die entsprechenden Curven gar nicht schliesaen, sondern in 
'tiuendlich häufigen Windnngen verlaufen. Für gewisse Periodeö- 
verhültuisse sind die durch Gleichung 17) cbarakterisirteu Trajec- 
lorien «lijdraisvhe Curven. Neben den Oiagonaicurvcu des halben 
Perioden rechtecks üiud noch die des ganzen Uechtecks, für welche 

18) y = ±arctan§, 

von verhältnissmässiger Einfachheit. 

Die implicite L5suug der Aufgabe, die Gleichung der allgemeinen 
isogonalen Trajectorien der sinam-Curven zu finden, ist schon im 
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Obigen euth&lten, deon die Gleichung der Bclii%en Ueraden 
p — Ax — b geht Ober in 

,9) «_-^.-Xi±i_l, 

WO J, und Jf die B'edeatung 6) retp. 7) haben. Offenbar genttgt 
sie der Differentialgleichung A u ~ 0. Setzt man fOr A den Werth 
^'K '^'P' ^ sJV' "^ OTbült man die CorTen, deren Schsittwinkel 
durch die Diagou&Ie des halben re«p. ganaeii Periodenrechtecks be- 
Htimmt wird. A *^ l giebt die Tr^jectorien zu 45°, welche fOr die 
PerimleuTerhRltnis« .,- — ) und^-j.- — 1 mit den Diagonalcurveo 
zusammenfallen. 

Ist tanqi^ -jp- resp. ^-»., so folgt <>nn y 4- ium y — — ^ .. 

resp. — ^rr-. — ~J-.—. — Demnach kann man die DiaironaIcurveD 

^ ViK'+ilC' ° 

des halben und ganzen Ileclitecks auch mittelst der Abbildung , 

2,» Z - ,in .„ [. . y|if=] „.p. Z-.^n^[.. j^§^;\ 

liiiilüu. Iliru .tijmiiiclrischm uud rcciprokitt Eigeuaclinftün lassen sich 
um (IcTiL'ii der Ciunulcu im Rechtci:k »blcsvu. VVtr kouimcu hierauf 
noch üiuniol KurUck. 

ftWi. nie Niiinm-CurvHii und ihre phyitikallMhe Bwlontimg. 

Kig . (12 «tollt das System der sin am-Cnrren mod A — X^ — J^ßJ 
i\nt, wulcbti bei der Abbildung eines Rechtecks, dcsuieu Höhe das 
Doppelte der Basis ist, auf die ganze einfache Ebene auftreten, 
wobei jedoch in der letzteren die genanuten Verzweiguugsachnitt« 
vorhanden sind. Es bandelt sich also um dos FeriodenTerhSltnias ■ 

Doss dies der Fall ist, lehrt folgende TJeberlegung: Bei dem 
einfachsten Falle K' — K ist k' — k, also, da fc' + A'»— l ist, 

k BS y — ^k'. Dur^ge berechnet auf Seite 196 des' Lehrbuchs 
über elliptische Functionen für diesen Fall K •=> 1,8540747. 

Mit Hülfe der Landen'schen Transformation (veigleiche Ab- 
schnitt XI des genannten Lehrbuchs oder Seite 96 der Fnndamenta 
nora etc. von Jacobi) geht man von der Periodenzahl K Ober zu 
einer anderen K^, wobei K^(\. -{-k^i^ K ist, von K' gleichzeitig 
zu Ä"'o, wobei -■'^''-*-'-+A'_ _ K' ist. Vom Periodenverhältuiss ~ 
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also geht man über zum Verhältnis« q^i slw e. B. von -^ ^ 1, 
wobei das halbe Periodeurechteck ein Quadrat isl^ zu dem Falle, wo 
seiue Höbe ins Doppelte der Basis ist Gleichseitig geschieht aber 
der Uebei^ang vom Modul k za i^, wobei iE^ -■ T m , also im 

Torliegendea F«lle t, — — '- k — (3 — )^) Ut Die PeriodantaU 

iC, ^ r-;-i- ^ -T — r,-- ist nun leicht zu berechnen , ebeuHo 

In gleich einfacher Weise bann man nun zom Rechteck von 
4fHcber, Sfaclier, IGfacher etc. Hdbe übergehen. In umgekehrter 
Keibe erhält .man IJechtecke von — fecher, jfacher, ^fachet etc., 
Uöhe. 

Damit sind diejenigen Fülle der sinam-Curreu erledigt, welche 

sich am einfachsten berechnen lassen, jedoch auch die Übrigen FSH» 

■ für i -)-, reell und < 1 machen keine wesentlichen Schwierigkeiten. 

Die physikalische Bedeutung dieser Curvenscbaaren ist folgende: 

a) Zwei gleiche StQcke einer Geraden, z. B. Ali und CD in 
Fig. ii2 mSgeu entgegengesetzte Elektroden einer unbegrenzten Platte 
sein. Dann sind die gezeichneten Curven Spannongs- und Strom- 
corven*). 

b) Nimmt man das Stück SC als die eine, die unbegrenzten 
Aussenstücke von i> bis -|- oo und von D bis — od als die andere 
ülektrode, so vertauschen beide Gruppen ihre Bedeutung. 

c) Der Hauptkreis der Figur sei die eine Electrode, die Gerade 
. £C die andere, dann hat man im Wesentlichen den Fall b. Das- 
selbe ist der Fall, wenn statt £ C wieder die genannten AussenstUcke 
genommen werden. 

d) Endlich ist durch Fig. 62 noch der Zastaud einer Kreisplatte 
erledigt, in wdche längs BE Electricitat einströmt, längs CF ab- 
geleitet wird; ebenso der des Aussentheib, wenn AB Einströmung, 
£>F Ausströmung giebt. 

[Gleichzeitig sei hier erörtert, dass die durch Gleichung 4) und 
^) gegebeneu Curven des § 101, 

*) Eine wohlgelimgeoe experimentelle Wiedergabe der Figur 02 für dioaen 
Fall hat mir Herr Gu^bhard Efgesandt. Die UebereiniUramang nriichen 
den Gurren der Originalfigar (grCsaerea Format aU 6i) und den Mobili'achen 
Farbenringen ist eine anBierordentUch grosse. 
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a*\ _1_ I- m*am x — tän*vuyi 



d, 1 tu uu y* A am x 

die iiJpBnnunya- und ätroinlinien fdr den Fall JurBtellen , dsas in 
du au§gegchmttene Rechteck ahef der Fig. 61 a bei co und Etec- 
tricitSt ein- resp. auaBtrömt. Für, Jt ~ 3 — ^8 hat man, wie in der 
Figur, den Fall eines Quadrates. Die zweite Deutung ftlhre der 
Leser durch.] 

WürmetheoretiBche und hydrodynaniiache Anwendungen lassen 
sich leicht aoschlieBsen. 

Bie bji_cK faj?h8^delt,.jin .'J7*" Band« des Crelle'schen Journals 
die sinam-Curven mit Uolfe der elliptischen Coordina teu, wobei sich 
die Gleichungen in grösserer Ein^cübeit darslellen. ** 

Lc'gt mau die Ureunpunkta + 1 der Z-Ebeue zu Gnmde, so 
sind die Quadrate der ßadü vectores, wie wir wissen, 

p» — (X + 1)» + r* — (X + r» + t) (X — ri + 1) 
e* — (X - 1}» + y — (X + r. - 1) (X - r» - 1). 

Fuhrt mau die Transformation if ^ siu am X durch, so erhält man 
demnach als Beziehungen zwischen beiden Ebenen 

J» — [1 + sin am (« + yO] [* + »'i ""o (*. — y»)] 
(sin am x^ am yi -\- coi am yt)' 
1 — i'siQ» un X iin' «m yi ' 

C' — [1 — sin am (x + yi)] [l — sin am (x — yt)] 



also 
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-* ^ ^ ^ ^l-it*Nn'am«.m<am 



-Q-i 



acoB am yi 



Vi — k' lin' am x mf am yi 
so dasi man leicht sagen kann, was fOr Curvea der «-Ebene den 
Curyen 

/^[(p+c), (i'-e)]-o 

der Z-Ebene entsprechen. So sind z. B. die Gleichungen leicht in 
die isotliermische Form der Curvengleichungen umzuwandeln, welche 
den confocalen Ellipsen und Hyperbeln der Z-Ebene in der andern 
entsprechen. 

Eliminirt man aber aus beiden Gleichungen x resp. y, so erhält 
man an Stelle der Gleichungen 11) und 12) des § 101 folgende ein- 
facheren: 
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oder 

23») cos' CO am (y, l^) (P + ©)» + coa* am (y , i*) (P - ^)» — 4 
umt 

941 (f + g )* (P-O)'»cot««iiia; _ . 

/■*J c<»*coai^ F* *• 

[Aus dieseii Gleichungen kann man «n am X mit Hflife qnadiatitcher 
Gleicliung leicht hereclinen, so da» 

sinam» — /■[(?+ fl), (p _ Q)] _ y 
sein mag, alao 






Würde man in diese Gleichung Cartenache Coordinaten einfuhren, 
so hätte man die 'isothermische Schreibweise der Binam-Curven.] 

Die Breunpiukte +— sind gleichberechtigt mit + 1. Wir 
wollen die Gleichungen derselben Curven in elliptischen Coordinaten 
mit den Brenupuukteu + — darstellen. Der entsprechende Gang 
ist bei analoger Bezeichuung folgender. 

V,' ^ — »in am (« + ?•) 1 * siu am (« — yi) 1 

(A am yi — ■ «in tnaxcot amyi)* 
«* (1 — «* »in* tun a; Bin' am yt * 

P,' — [ * + sin am {» + yi)j ■ j-^ + ain am (af — yOj 



folglich 


^ (A am yi + . ein am a: cos am yt)* 
"^ »'{1 — a'niii' ftmxsio'um yt) ' 






^•■-«•-^■-n.- 


linumvcotamyi 








25) 


"' ^'' -» 7> 5 


tan'amyi — 4 




A-««.»-^ M 




oder 








26») 


«'S,' sin' CO am ö»') + 


»' J),' .in' un (J»') - 


.4. 


Elimination von J» iilhrt »uf 






äci) 


"'_»i'A'j™« 


••'V _4 

•Uli'"»«« "*• , 

C^ooi^li 
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Betrachtet mui die Streckeu — ala Einheit, lo Terändent aich 
dieee Gleichungen nur ioiofern, ala der Factor *' eiofach wegfällt. 

Die Gleichungen des § 16 gestatten, auch Uadii rectores herein- 
«usiehen, die vom Nullpunkte ausgehen. Betrachtet man nümlich 
den Kreis der Fig. 62 aU Einheit, die Entfemong 00 aU e, so 
geht durch Inversion jeder von C ausgehende Radios vector F Ober 
in den auf O und Z> beiflglicheo Ausdruck -J«, ebenso Q, von 
li ausgehend, iu ^' e. Die Gleichungen 33) und 34) verwaudeb 
sich also, vresn sie in der Form 

24*) c»(P+«)» + 3M^-fl)' — 4 

geschrieben werden, in 

26«) c' (P, + §,)' + a' (P, - ^,)' - 4 ^*' 
und diese Gleichung bedeutet dieselben Curvenschaaren wieder, je* 
doch auf tlrei Radii vectores bezogen. 

Schreibt man femer 25) und 26) in der Form 

80 kauu mau die linke Seite mit der von 24*) gleich setzen, was 
ClletchuDgen mit 4 lUdii vectores giebt, die bei der lüvcrsiou in 
ifich selbst übergehen. 

BozQglich des specielleu Falles x — 3 — ^8 sei darauf auf- 
morksam gemacht, dass, wie Fig. 62 angiebt, zu den Trajectorien 
zu 4r>" der niu am-Üurven zwei Kreise gehSren, die durch die Punkte 

"> "liitF^ "^öBp- » + 1» i r^S*!"*"' Gegen diese Kreise 

findet Iteciprocitüt der beiden Gruppen unter einander statt Zu 
diesem Falle lüsat sich also, wie es soeben geschah, eine neue Glei- 
chung, die sich auf den Mittelpunkt eines dieser Kreise und zweier 
Hreunpunkte der vcrschiedaicH Gruppen bezieht, aufstollen. 

Von ganz besonderem Interesse ist folgender Satz: Du: sinafn- 
Vwvc^i sind die slLrcotfrap/tisclic» ProjvcUoncn zweier orthogonaler 
Schaarcn S2>härisvhcr KegcUchnittc. 

In § 6 meiner Abhandlung „(Jeher die logaritbmische Abbil- 
dung" im 16. Bande der Zeitscbr. für Mathem. und Physik, 1871, 
bewies ich dies durch folgende Ueberleguug : Schering hat in der 
Preisschrift, welche auf Seite 4 citirt ist, die Aufgabe gelSal^ die 
Oberfläche des dreiaxigen Ellipsoids conform auf die Ebene zu 
ßbertrageii. Derjenigen Abbildung, bei welcher jeder Octant auf ein 
hi'ilimmtcs ßcchtuck (tbortragon wird, su dnss den Endpunkton der 
tti'oi Axou und di^m zugcliijHguii Niibolpuuktu die lilukun dos Itvvht- 
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«cko entsprectieo, widmet er eiae besondere Betcachtun^ und zeig^ 
doM duii b«idcu Bcliaureii von KrOmmungalimen des SIlipBoida die 
Parsllelcn zu dou Scitcu dcB llechtficks eiiUprecben. Auf das Weieu 
der üurvvnxcliaareii, welche bei der Abbildaiig auf die i^uee Ebeue 
den KrtttnmuiiK'<liiii«'ii viitKjirocbcn, gvlit er über nicht ein, 

UetrucliU-t niiiii aber die Kngel als Bpuvialfall des KIliptioidM, 
•0 kunu man swoi hdkhigc l'iiukte und ihre Diametrnlpunkte zu 
Nabelpuiikt4.>n wühlen, wobei die KrUmuiiiugitliiiien in sphKrUclie 
Kegel »eh nitle fibvrgeben, Dcmuach wird nach der Methode vun 
Sciiering^Jacobi auch die Kugelobcrllücho auf daR Ilochtuck hu 
flbertrHgeii, dnui diu Octanten den Tbcilcu dea lluchtocks cbünso, 
wie üben, entHpreehen, uur int jdxt am UvchiocV iviUlcUrliifi, dudln 
Nnbelpunkte willkllrlicbu Ijiige haben. Don L'arullelen xu dun Uocht- 
i'ckMHeiten ciit^'prii'lit atnu dubei eine Duppuliiehuar ii]>li!lriNoher Kugel- 
HChnitt«. 

l'rojicirt man aber diese letzteren slGrougraxdiiscli von dem 
llalbirungHjiunkte den IJogens Ewischen zwei Nabelpunkteu aus auf 
die Ebene, ao hat niuu unsere Abbildung dea llecht^uka auf die 
ganze Ebene niitteU der i*'nnct)0u 2 ^* Hin ata t, i'ulglich uind die 
sinam-Curven die atercographiechen l'rojectioneu der Doppelachaar . 
Bpbüriseher Kegelschnitte. 

Die Folgerungen für die Abbildung des Ellipsoids auf Kugel 
und Ebene lege sich der Lestr selbst zurecbt, ebeuao die physikali- 
schen Deutungen für jene beiden Oberflächeu und die zugebiJrigea 
Carvenschaaren. 

In der oben genannten Abhandlung ist das Resultat auch noch 
auf dem Wege einfacher llechnuug bewiesen worden. 



$ 103. Die Abbildungen Z — vmuns nnd iT « A am « und 
Ihr Zusammenhang mit Z — sin am e. 

Z — cos am t und Z ■■ ß^ am s lassen sich genau ebenso be- 
handeln, wie ^^sinami!, sowohl mit ÜUlfe dea Additiunstheorems, 
als auch anter Zubdlfenahme eltiptiscber Coordlnateu. Beides sei 
dem Leser als Uebnngsbeiapiel fiberlassea, während hier mit den 
Halfsabbildungen^aj/l — «* und Z ^ ^1 — 7'~^ operirt wer* 
den soll. 

Man würde s. B. die Gleichnngen der Curven, welche bei der 
Abbildung Z ■* cos am t den Parallelen ku beiden Axen entspreobenf 
in lemniscatiechen Coordinaten sofort erhalten, wenn man in den 
Uleichuugeu 13) uud 14) des § 101 p>ji, an Stelle von Jj*, und 
(9 -f- 7i) f^ IStelle von 26' setzte. 



I KU. Dia AbbiUnngMi Z — coi Ma f nnd Z— Aunso. ■. w. 2G9 

Eb«o>o leicht ergeben tie sich, wenn mtn in den Gleicbnogen 
23} und 24) von § 102 4 — I>> aii Stelle von D* letsL Vergl. § 69. 

UeometriBcli iMsen lie licb lui den lin am-Curren conitruiren 
ilnroh UobertroguDg ilei Punktsyitems von Plyperbel auf Com- 
pleinontArliyiiorbuI unter Kugrundulcgung doi ä^iitonii eonfoctdur 
KogoUchnitte um ^ 1. 

Di« Urounpunkto dor OM am-Curven Hlntl -^ 1 und 7I-: 't ** ^l™" 
nir die ontiproclioiidon Wertlie des Arguments rorachwiudet der 
Diffüroniialyuoticut von cos am «. 

I>vr Kroia'iiiit HodiuB ^ , der bri den lin ani-Curven nurtrn^ 

vorwHudolt licli in die Lemniscate p-p^ ^~~ mit den llronnpunkton 
-|-l| diu I^muiMvntci luit don lirunniiunktien :!-: — vorwnndult Mich 
nocli den lloHuttiitou den % r>U in eine bemniscate mit do» 
Urennpunkton H3 t — 1 welclie durch die' Punkt« + y .^ ■ • und 

Es gilt demnach folgender Satz: 

liei der AbbUd«»g Z ^^coa am e entspriclU stets den Linien 
y _ . ?J!_ g;' eine Lenmiscale mit dm Brennpuf^ten + 1 , wrfnÄe 

durch die Funkte + y ^ - \" '"'*' i * y ^ ""** fl^> *^ Linien 
X — " - ^^ K eine Lemniscate mit den Brennpunkten + * -7 » welche 

anriet die Punkte + y ,1. • ond + 1 yj-zrjp 9eht. ■ 

Durch VertauBcbung von D' mit 4 — D' gebt Oleichnng 24) 

des g 102 noch einigen Umformungen Über in 

27) ^-i^ (-!)'•«' Bin' CO am « — 4. 

' •in* am x ' 

Verwandelt man daa Argument x in u — ÜT — x, so geht die Glei- 
chung Über in 

'■"•) ISi'IlSTi + "'''•'''-'<'-*' 

and dien ist die Form, in welcher sie Siebeck noch seiner Me- 
tlMide flndet. 

Durch dieselbe Operation geht Gleichung 23) Ober In 

^> . urevi + ^ *' ""' " «n y» - 4. 

Google 
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Yerwuidelt man hier das Argument pi in v — yi'+ K, w entsteht 
die Gleichtmg 

28») J5»A'am(»«') — S'«'tan««n(rK') — 4, 
was ebenfalls mit dem Siebeck'scben Retaltate fiberdnatimmt. 
Ebenso wQrde man von Gleichung 23*) gelangen auf 

29, ■'«■ ?__4 

wo die Vertaoschnng des Argaments y mit ff +t JT anf Gleichung 
27») zurOckfübren würde. 

Die Yerscbiebimg des Coordinatensystems um -^ £* ist hier 
überhaupt oft von Vortbeil, da cos am (+ £) ^ ist und demnach 
durch jene Veränderung ein günstigeres Entsprechen beider Ebenen 
herbeigeführt wird. 

Auch bei dieser Abbildung handelt es sich um doppelt nnend' 
lieb viele Blätter, deren jedes ans zwei Schichten besteht. Schnitte 
und Durchkreuzungen lassen sich in ähnlicher Weise, wie oben, 
feststellen. 

Fig. Ci^ stellt die cosnm-Ourven ftr mod x — 7/-- dar. Die- 
sc1l)vn sind die iKu<;oiiiilen Trajcctoricii zu 4ü" oine» gowiHsen Syslonis 
Ton stereographiscben Prdjectjonen sphärischer Kegelschnitte, worauf 
wir noch zurückkommen. Zu ihren Trajectorien zu 45" geh&rt im 
vorli^enden Falle der Einheitskreis, gegen welchen ReciprociÜlt 
stattfindet. Vergt. § 4}, III. Die beiden hier auftretenden Lem- 
iiiscaten sind congrnent und schneiden sich auf dem Einheitskroise. 

Die Gleichungen lassen sieb für diesen Speciolfnll schreiben: 

in Polarcoordinaten hingegen: 

C«' + I> f^ + —,-I^- l/pi'+D'-'tJl'co.'v - 4 

In diesem Falle findet nicht nur BeciprocitAt beider Systeme 
unter einander gegen den Einbeitskreis statt, welche man durch Ein- 
setzung von ^ statt R in die letzten Gleichungen erkennt, die da- 
durch in einander DbergefQhrt werden, sondern auch Symmetrie 
gegen die Linien +45' durch Null, ■, ,,. 
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Die phyrilEAÜBche BedeDtnng der ooe un-Cniren ist die, dam sie I 
all ^tumange* nnd Stromlioieo anftreten, wenn dae StOek CD 
der Oeraden in Fig. 63 die eise, die beiden lu ibr' orthogonalen 1 
Stacke S bis + °o nnd j4 btB — oo die andere Electrode dar- ' 
stellen*), Aehnlicb iit ei bei den anderen Deutungen. 

Auf die Abbildung ^ -« A am « gelangen wir, wenn wir die 
Ebene Z — sin am e der Traniformation Z — yf—xie^ unterwerfen. 
Z'^xe rerwandelt zunücbst die Strecke — in die Ginbeit. Da- 
durch gehen die Gleichungen 35), 35*) und 30) dea § 101 Aber in 
folgende : 

;») ^, ^^- , — JD' ton* am yi — 4 ' 

oder 

30*) 5* lin* CO am (yx ) -|- 1>> sin* am (yx') » 4, 

o, , S^A' am « _ _ D*_ ^ ^ 

' «'* x'" tftn'amiB ^ 

üJotzt man 4 — i>i an Stelle Ton J)^, so gebt Gleichung 30*), 
resp. 31) Ober in 

■'2) -iTi^T - •°' '""' •°' <"«■' - ■*' 

33) S* ein'amaj-i- i>*8in» CO ama!^4. 

Oteichnng 33) entspricht den Parallelen aur ir-Aze, Gleichung 
33) den Parallelen zur ^-Axe. Durch die Transformation Z — xü 



Terwandelt. Derselbe geht durch die Transformation Z^mj/l—f^ 
in eine Lemniscate jip, ^ x , bezogen auf die Brennpunkte + 1 , 
aber. Folglich: 

liei der Äbbädung Z m,* Aamt entspricM den ParaUclen flir 
x-Axe von der Gleichung y — i "^ K' siäs eine Lemniscate 
, mit den Brennpunkten + l, wdche durch die Punkte + f^l -}- « und 
±yi~-'x geJtt. 

Hier ist » < 1, folglieh besteht die Lemniscate bui Kwei ge- 
trennten Ovalen. 

Bereits in § 43, I wurde folgender Satz bewiesen: 

Sei der Abbildung Z^ Aa»t' entspricJU den ParaSden eur 
y-Axe von der Form « — + -^^^ K ein Kreis um den Nuäpunki 
mit dem Radius R—yx.- 

*] Aach die esperia enteile Dantellnng diesei Problem! itt Herrn Qndbhard 
nach einer von mir an^fertigton Zächnung fortreffUob gelangen. — ^^'- 
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Um cdiiea anderen Beweis zu liefern , entwickeln wir die Glei- 
chungen der Aun-Curven mit Hilfe des Additionstbeoremfl in ge< 
wöhnliclien CcM>rdiuaten, 

Ans 
. , , _ Aamz&amyt XK*nnajnfl;coimmKriiiam«( ooiamvi 
A am (x + yt) ■ 1 -«.,;„« am ;c «n- »m y« 

fol^ durch Addition und Subtractjon 



X-r 



A B m a; A Mn yt 



84) 



1 — K*iiii*aiDsuii*amyt' 
Yi,^ » * Mmm a: co> am y an am yf coi am y f 



1* «n* am x un* au y« 
und duiicli Multiplication von Aom(x-\-yi) und Aun(3! — y*} 
ergiebt sich 

jp,, yj^^A'aina:— »»C()8»aiii««n*aniyj ■ A'aniyi — n'oM ' MnytMn'amg ^ 
"" 1 — «»aiD»am;r Bin'.-uuy« "" 1 — a* uu* am x iin' am yt 
FQlirt man wieder die BezeicliDungen des g 101 ein^ bo folgt 
aas der letzten Gleichung 

«»(•»• — Ä''*) ' «»(»*' — «•!•) 

Setzt man diese Wertbe in die Gleichungen 34) ein, ao ei^ben 
sich nach einigen Umformungen folgende Relationen: 

35) ü. - Ji. e+^ + 1P«»'» '"'-.".'''' + .-' - 0, . 

36) B. _ /(. !?1+^ + ij. CO.. ff <?V;.^;''' + «•> - 0. 

Der Factor von B' cos* & kann nnr in Gleichung S6) Ter* 
schwinden, und zwar geschieht dies fOr I* ^ t~:r~" ^'"^ "^ "^^ 

Biniun[±C2»+l)f]-pJ=j, 

ond für diesen Werth geht die Gleichung Ober in 

37) R^ — x'. 

Damit ist der Beweis geliefert Dass Reciprocität gegen den . 
Kreis stattfinden muss, ist jetzt Belbstrerständlicb, ergiebt sich aber 
aaeh durch die Transformation & ^ r;^, wodurch dieser Kreis in 
den Einheitskreis Terwandelt wird und die Qleichungan reciproke 
Gestalt annehmen, Figur 62 kann mit geringen Yerändernngen 
dazu dienen, das System der Aam-Curren zu Teranschaulichen. 

Es bleibt uns noch fibrig, einige Specialfülle ius Auge zu fassen. 

Ist zunächst der Modul x — 0, so gehen sin am e und cos am f 
■■ in sin e und cos g Ober. Dieser Fall ist bereits erledigt. 
j Ist hingegen x ^ 1, so fällt zunächst cos am « mit A am ' 
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BUMunmcu, während x' verschwindet. Zwei der Brennpiuikte fallen 
bIm) im Nullpanltte zuianimen. Fflr diecen Fall verwandelt sich 






Z — Bin am t geht also über in 

;; — C. — — ~.-~^—. » tan *» , 

während cos am e und A am « in ■- ' -— r tibergehen. Folglich : . 

Fdr X ^ 1 verwandeln tich die sin am-Curven in ein Kreis-I 
bOBchel durch ^ 1 nebst OrthogonolBchaar, die cosam-Uurven uudi 
die A nm-Curven in die öfter behandelten Reeiprolcen der confocalenl 
Kegelschnitte um + !■ Dabei bestätigen sich .einige frtther gefan- 1 
(If^iieu Hätze. 

I 1U4. Confbrnie Abblldmig des Rechtecks auf den 
EtnhettAkrels. 

Uiese von Herrn H. A. Schwarz im 70. Bande des Crelle'scben 
.lonriiols analytisch gelüste Aufgabe kann hier synthetisch mühelos , 
(erledigt werden. In Figur 61a und b ist zwar das ßecbt&ck mit 
ilei) Feldern EFQHIKLM auf dos Innere eiues Kreises Ober- 
tragen, jedoch eines solchen, der vom Rande aus bis e und bis f 
eiiigeBohuitten zu denken ist. Dies wird also durch die Abbildung 
if •— sin am £ erreicht, And das entsprechende physikaliac he Problem 
ist bereits besprochen, ~ 

Koll nun der Kreis nicht eingeschnitten sein, so betrachte mau 
das Rechteck IKLMNOl'Q, welches in Figur 61b auf die nicht 
vingeschnittene Ualbehcue flbcrtragen ist. Letztere aber kann man 
durch lleciprocitTit leicht tu das Innere oder Aeussere eiues Kreises 
verwandeln, je nachdem mau deu Inversionapunkt ausserhalb oder 
iuiierhalb der Hatbebene wühlt. Wühlt mau deu Punkt — 7^, so 
lallt der Punkt cx) nach dort, und geht der spiegelnde Kreis dnrcli 
> füllt nach -f- * u»'! + * "t^^^ 0, die reelle Axe aber 
wird der fragliche Kreis. Damit wäre also die Aufgabe gelöst; 

Um die abbildende Function zu finden, bedenke man, dass nach 



^yi' 
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g30ir—,-j^^ einoinvolutorische Alibildnng }jjili, welclie den Ein- 
heitskreis' in die imagiimre Axe verwaudelt«, tblglich verwandelt 
Z'=i ^-v-|. •= ";"!i ■ ^^'^ Einlieitskteis in die reelle Axe und nni- 
gekehrt. Da nun in Figüt 61b der Kreis mit Kadiaa ^- Torlag, 
so mnsste man, um die letzte Abbildung brauchbar zu machen, ihn 
vorher in den £inhcitskreis verwandeln, d. h. dos Argument mit^x 
multipliciren. Die abbildende Function ist also Z^ . "' , odor 
wenn man wieder zur aulÖnglicben Aufgabe ^urQck geht, 

Soll nlso ein Bechtecl: mit ilen EnilpiitAten + Jf , 4: -ff + Ä'i 
sft a«f Jen Einltciiä;rtis iihertrageti tcerilen, ilass Peripherif und 
MHiclpmiht, MitteUinien um! Hauptaxcn einander entsprerlicn , so 
hcstininte mmi den Modul }: der elliptischen Ffinction dem Perioden- 
terhiiltiiiss ^j~ entq}rec}ieiul und bilde ah mittds der Function 38. 

1 Die Eckpunkte des Rechtecks gehen Qber in die unter + 45" 
l und + 135" auf dem Kreise liegenden Punkte, d. h. in die vier 

Punkte + ~^- , + * j T " ■ Diese werden singulare Punkte , und 
zwar solche, in welchen der Winkel 90" in 180" verwandelt wird, 
es sind* also die traosformirten Winduugspunkte 1*" Ordnung den 
§ 101. 

Nach den Bemerkungen des § 102 über die £ugelfläclie bütte 
man die Angelegenheit der Idee nacb folgendermassen erledigen 
kennen: Man denke sich, wie dort, Itechteck und Kugelflücbe auf- 
einander abgebildet, suche den Pol zu dem durch die Brennpunkte 
der siihärischen Kegelschnitt« gehenden Aequator und projicire von 
ihm aus stereographisch auf die diametrale Tangentialebene. Dnmit 
ist die Aufgabe gelöst. 

Far das Quadrat ist ^—1 ta setzen, d. h. ft — 3 — ^^8, 
wodurch die Windungspunkte regelmässige Yertlieilung erlmiteii. 
In Figur &4 ist das Entsprechen nicht nur f^r das Innere, sondern 
auch für das Aeussere des Kreises durchgeführt. 

Die Gleichimgen für den allgemeinen Fall des Rechtecks auf- 
zustellen, wird als Uebungsaufgat>e dem Leser flberhusen, Es sind 
nur die in Capitel III angegebenen l'rincipten der Inversion auf 
die Gleichungen der sin am-Curveu anzuwenden. Je noch der Form, 
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iw in«u EU Qninde legt, kann tDan Gleichungen in Carteaischen, 
ju Polar- oder in Breaupunkta-Üoordinaten mit 3, 4 oder 5 Äua- 
gaugspunkten der Uadü vectore« aufstellen. 

Joohmann*) findet z. B. auf einfachem Wege folgende 
Gleichungen : 



(X»+ r« 



-4 

- D' + 4 



L,«_0 



41) 



I/t> 1 \' , ,/cOs'n) £*Bitl'o\ 
(R-ji) ~ 4«' [-p-^- ^r^) , 

I ii4 + Ä, T Ä, - Ä, ~ « "" I + «f 



l^+«J. 



■Bj + Ji, 



.ft + '- 



no I, m, H, A, ft, V im Wesentticben die Bedeutung des g 101 
haben. - Auch die SchldaBe über Keciprocität, Symmetrie u. b. w. 
siud leicht zu ziehen. 

Vou wesentlichem Interesse ist folgende Bemerkung Joch- 
uianns: tieht mau mittels der Landen'scheu Transformation vom 



üoJmI X zu X| ^ --^y^ aber, vom Argument j 
so wird (uach Jacobi, Fund. S. 00): 

i+* sin' am (a, ») 
also geht die Abbildung 



. - (I + x)$, 



^^"Aa 



1 {V, «,). 



Dbur in 



Z — X, sin am (v, 



^ (mod x) 
i) — » A am («, X|)i 



das Periodenrerhältniss ^f. aber wird zu -^', ohne dass jedoch die 
(jestalt des ron uns untersuchten Reditecks sich üudert. 

Setzt man noch 
v = w + K'i,^ 

*) Zeitachr. flir Hftthem. und Physik 14. Jtiiig., 18S0, Seite 532 etc. i Zur 
Abbildung dtHi fiecbtcvki auf dio KreiiBücb«. ~ ^v- 
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was nur eiue Vencbiebuug äea Nullpiiiikt«ii bedeutet, ho wird die 
AbUliIuug 38) sciiliesBlioli zu 



und den Eckpunkten des betracbteteu Rechtecks^ welche jetstt dttr. 
g«t«llt sind durcli dz-^idc-^'i'* eutstireclien die Punkte, der 
l'eriplierie des Eiubeitskreiaes 

± «I ± «1 »• 
Durch weitere £titwickeluui{ der Foriuelu 

V i_ V i_^ CO! am (« + y») 
^ "'"■'*"' «mMii{V+yt) 
-V- v; _ » — coaam (« — yO 

gelaugt dauu Jockmauu auf ähnlichem Wege, wie dem den g 101, 
zn den Formeln 39). Diese Reproduction war fQr die Zwecke des 
uühateu Abschnitts nöthig. 

Die Curveu dieses Faragrapheu lassen sieb Terallgemeiuern, 

iudem man festsetzt, dass der Mittelpunkt des Rechtecks einem 

hdicbigcii Punkte innerhalb oder ausserhalb des Kreises entsprechen 

soll. Man hat zu diesem Zwecke nur Inversion toq sinem geeignet 

; gewählten Punkte aus nöthig. 

Die physikalische Deutung der Figur 64 und ihrer Verallge- 

Dieinerungen ist die, dass z. DT'liuijfs uiues beliübigen StUckes einer 

Ktebperipherie Elektricität in eine unbegrenzte Platte ein-, liiugs 

- «iaes anderen Stückes derselben ausströmt. Die üurven sind dünn 

! Spannuugscurven nud Stromlinien. [Bxperimeutelle Wiedergabe» 

I verallgemeinerter Zeichnungen, ebenso der noch zur Sprache koni- 

meuden Gruppen, sind im Besitze des Verfassers.] 

i 105. Itvispiclo IstigoHAler Trajcctorlcu von »tiiiaiii- und fOKnni* 
Curveii, verbunden tnit einigen Abbild uiigruiii Italien. 

Um die Curven zu änden, welche bei der Abbildung Z •= f\z) ' 
den Trajectorien der Parallelenschaaren x-^ a uud */ •= h mit dem 
Schnittwiiikel +45" cutsprechen, untersuche mau, was bei der 
Abbildung 

Z=/[«(cos^ + tsin^)]-/-[/4-(* + '0] 
den l'arallelenschaureu x <» » und ij = b eutspriclit. 

a) Die Abbildung 42) des § 104, z. Ü. wQrde, um die Trajee- 
tonen der Curven oÜ) zu geben, zu verwandeln seiu iu 
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A9\ y__ l-ooiiMn(f±ffl 
, 43) ^ .iiiam(f±>0 ""^"i- 

ij'Qr (teu Speciatfoll x, — t/ -i- ndacirt «ich dies nach leichten Um- 

foriuuDgeu auf 

43«) Z-(/|+i^I)coiftm(2-JS:). mod «, - /i- • 

Folglicb: Die üurvm 30) ifes § 104, tl h. tlie der Füjur 64^ 1 
aiwl die isoifoiutlcn Trnjatoricn der um jh 45' galrchlm coaam- ^ 
Ctirvcn. Hin sind gleichseitig gewiue stereograptiiache Projecticineii ' 
dcrjeiiigeu BphüriBcheu KegelBchuittu , deren fireoiipuiikte deu 
Aüquattir der Kugel in vier gleiche Theile theileu. 

Diea iat also ein Fall, wo die CurTfiDBchaareu den ■l'aratl^eti 
gtt deu Dioj/ottaleti des halben FeriodenreclUecks entsprecJien. 

b) Die Trnusforjn'ationen Z -^f/l — i' und Z «= /l -- *^r* 
verwondelu diese Trajectorien in die der sinam- und Aam-Ourveii 

uiotl X -B 7/ ,, , deren Gleichungen mau also ohne Weiteres bin- 

Bulireibt, indem mau an Stelle der Polarcoordiuaten nach Maesgabe 

' des Capitel VlI lemuiMiaUsolie Coordiuateu, z. li. p^.pt tut r* 

und »^ + &, für 2d schreibt. So sind z. B. durch Fi},'ur 05 diu 

Trnjectorieu z« 4ö" für die sinam-Curveu mod x -^ V -v dargestellt 
Du zu den besprochenen Trajectorieu der cosam-Curven mod x^J/ — 
diu Ueraden H;; 45^ und der Einheitakreis gelierten,' so muss 
_FitJur <>5 eine geicühnlicJie Letimiscate titul eine glcidiscÜii/e Hyperbel 
oiUhaltett. Ueide ticbaareu Bind, wie aus der Zeichuuug der sinozu- 
Curven folgt, reciprok gegen den Kreis mit Radius ^^ , und üwar 

fuhrt die Inversion die eiue Schaar in die ändere Über. 

Die Figur jl<)st einig» xpecielle Abbildungsaufgaben. So int 

X, B. durch die Function if — sin am « mod x >~ I^-j dasBchri^;- 
tiegeude Quadrat oo C oo D der Figur 56 b auf den Eaum, zwischen 
den beiden Hyperbeln abgebildet; das Dreieck OFD ist auf einen 
Quadranten der Lemniscute übertragen. Gewisse schi^ltegende 
l'arallelogrnmuie sind auf den geschlosseneu Curvcu der Figur wie- 
dergegeben. 

Macht mau iu unbegrenzter leitender Platte die starkgezeich- 
nete Uülfte der Lemniscate zur negativen, die zu derselben Asym- 
ptote gehörigeu Uyperbelarnie zur positiven Elektrode, so giebt die 
Figur die Spann ungscurven und Stromlinien an. [Dieser vom Ver- 



27S Faii(iH>fa]ite« CainUL 

fwser im 20. Itaude <lcr Zeitschr. fitr Mathem. und Phyiiik erledigt« 
fall ist wobl einer der scböiiaten unter den rou Herrn Dr. tiueb- 
Iiard realisirten. Die Currenzüg« fanden sich durcfi Nobili'scbe 
Farbenringe in durchaus entsprechender Weise dargestellt.] 

c) Etwas mehr Schwierigkeit macht die Ermittelung des Cur- 
veusystems, irckhcs die sitmm-OirvcH mod x -= 3 — f'S unter 45" ' 
>i7iiia<h(, tcdclu'i nlso <kii rurtilkkn r« ääi 'DlaijQMÜcn den tjmtsen ■ 
lWfnlauxviifi.t:ls ciit^pri'-ht. 

Der Verl'aäser lüste diese Aufgabe im 20. Baude der Zeitschr. 
für Mathem. und Physik folgendermasseu: Die zu untersuchende 
Abbildung ist 

44) Z — aiuam [r j/~ (1 + o] mod x — 3 — yä . 

Es iKad behauptet, dasä im Weseutlichi-n dasselbe geleistet wird 
ilurck die Abbilduug 

1 — i [//i- + ; // yi cos am 3 ,- 

44«) 2 - -,^ r - " T-1 -^^ mod )c, - ^ -i- - 

»^3-rs [//'i.+ i/i.Jcosams-i 

Erhält man uämlich Figur 64 ans 62 durch die Abbildung 

so muss man die isogonalen Trajectorieu (45") von Figur 64 durch 
dieselbe Transformation aus deuen der Figur 62 erhalten , folglich 
die von Figur 62 durch die umgekehrte Abbildung 

Die Gurveu der Figur 62 hatten aber zu Trajectorien (45*) die um 45* 
gedrehten cosam-Curven mod x, — j/— (t'ig. 63), d. h. man fand 
die letzteren durch die Abbildung 

Z — ;/i(l + f|cosam* (mod«, — ^). 

Dies in die Torige Gleichung eingesetzt fahrt in der That auf 44*). 
Figu r 'VJ stellt die Kesuclit<?ii (Kurven dar, geometrisch erzeugt 
durdi Inversion dor Figur 63 von einer Stelle aus, die den zwi- 
schen zwei Ilremipuukten liegenden Sogen des dortigen Eiuheits- 
kreises balbirt. Die Curren können also gleichfalls durch stereo- 
grapbisctie Projection aus deu ' genannten Trajectorien der Special- 
schaar sphärischer Kegelschnitte erzeugt werden. Beide Scbaaren 
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llad reciprok gegen ' den Kreis mit llaiiiaa -^ und gehen durch ; 
diese Inrersion in 'eiiw>der Ober, Zn ibneu gehören zwei Kreise { 

durch die Punkte -|- 1 und resp. — 1 und -f~ ~t ff^K^" 

welche gleichfalls ReciproeitSt stattfindet. 

Das Bchrägliegende Quofhat AliCD in Figur C6b ist auf die 
innere Kreissiehd abgebildet» andere Quadrats und Rechtecke auf 
andere Sicheln oder das Aeuasere von solchen. Auch Dreiecksauf- 
gaben sind erledigt. 

Die I'lgur stellt Spannungs- und Stromlinien für den Fall dar, 
das» die beiden stark gezeichneten Halbkreise entgegengesetzte 
Elektroden sind. Dabei kann auch einer der zugehörigen Kreise 
nusgcscbnitteu werden, ohne dasa der Zustand aich ündert. 

Die Gleichungen hat Verfasser in der genannten Abhandlung 
gleichfalls erörtert. Der Gang war folgender: Die cosam-Curven 

' niod x = J/ Y l&ssen sich schreiben 

Um sie um -|- 45" zu drehen, hat man nur statt <p zu schreibeo 
V + 45", so dnss man erhalt 

<"' + 1) fei' + '^^it-' /(Ji'+lp^äÜ<Tl+sin29) - 4. 
fuhrt man durch, indem man -^ an 
Stelle TOu B und *, — # — ^ an Stelle von <p setzt, wobei -je- 
doch p, und p von den Punkten + i ausgehen. Dies giebt iu Bi- 
circularcoordinaten : 

wo I-= sin am e mod " ^'V y '**" 

Dies ist die Gleichung der gesuchten Uiirren anter der An- 
nolime, dosa die Schnittpunkte der beiden Kreise die Punkte + 1 
sind, von denen die Itadii Yectores ausgehen. 

Man kann nun für p, und j> Cartesische Ooordtnaten einsetten, ' 
oder fnr diese auch Polarcoordinateu einführen. Bringt man dann 
noch die Transformation H-mtYS — yH an, so hat man die 
Gleiohnng in der wirklichen Form. 

Aus den manniclifaltigen Eigenschaften der coHam-Curveo 
lassen sich die entsprechenden der hier behandelten leicht ableiten. 
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Nur die Abbildangen Z^j/l — £* uud Z^y\ — x't^ siud 
nüÜii^, um die Trujcctorieu der cos'- und Aam-Cnr^en modx"=S— ^f^Ö 
ZD Rndeii, durch welche ander^ Äbhilduiigsprobleme gelöst werden. 

d) Geht man mittels der Laudeu'schen Transformation vor- 
uud rückwärts zu anderen Periodenrerliältnisse» fiber, so erliült 
man als Diagonal cur ven zu 45" neue algebraische Curvenschanreu, 
die wiederum mit stereographischen Projectionen zusammenhängen. 
Die entsprechenden Trajectorien sphärischer Kegelschnitte sind fllr 
diese Special^lle gleichfalls algebraische Curven,- nicht aber die 
cler Krümmungsliuien des dreiaxigen Ellipsoids, deren Abbildung 
jedoch gleichfalls gelöst wird. Alle algebraischen Isothermen- - 
schaaren kann man schliesslich, wie Herr Schwarz nachgewiesen 
lint, durch algebraische Functionen aus den drei l'undnuieutal- 
^«-haareu erhalten, d, h. aus den Parallelcuscliaaren , dem ätrahlen- 
linschel nebst Kreisschaar und aus den sinom-Curvcu (mod x + , 
reell und < 1). 

m lOG. Lilleratur. 

1) Siebeck: Ueber eine Gattung von Curren vierten Grades, 
welche mit den elliptischen Fuuctionen zueammenhäugcu. Crclte's 
Journal Bd. 57, 1860. Fortsetzung Bd. 59, 18GI. 

2) Berner: „üeber eine geometrische Erzeugung von- confo- 
ealen Curven 4'*" Grades." Zeiischr. fOr Mathem. u. P^b. 9. Jahrg. ■ 
\a(ii. Giebt eine stereo metrische Coustruction der Siebeck'schen 
Curvenschaaren mittels einer Gruppe von vier Kugeln an, 

. 3) H. A. Schwarz: „Uebereinige Abbildungsaufgaben." Crelle's 
Journal Bd. 70, 18C9. Löst die Aufgabe, Rechteck und Quadrat 
auf den Einheitskreis abzubilden und einige andere, Polygone 
aus Geraden uud Kreisbogen betreffende Probleme. Die Abhand- 
lung citirt: 

4) Cbristoffel: „Sul problema delle temperature stazionare 
e ta rappresentatione di una data superficie." Annali di Matema- 
üca, Tomo I,18G7. 

5) H. A. Schwarz: „Conforme Abbildung der Oberflüche eines 
Tetraeders auf die Oberflüche einer Kugel." Crelle's Journ. Bd. 70, 
18G9. Hier wird unter anderem bemerkt, dass bei der Abbildung 
des niigletcbttxigen Ellipsoids auf die Oberflüche einer Kugel den 
beiden Scliaareu der Krfimmungslinien zwei Curvenscliaaren vierter 
Ordnung entsprechen. Dass die letzteren im speciellen Falle spbü- 
riscbe Kegelschnitte sind, wird dabei (wohl als selbatverstündlich) 
nicht hervorgehoben. Daraus lässt sieb aber die stereographisclio 
Erzeugung der Siebeck'schen Curven sofort folgern. 
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6) H, A. Schwarz: „Notöia tulla rappreBentatione cooforms 
dl ud' area ellittica sopra un' area circolare.'. Annali di Matematica 

rpura eä applicata. 8er. II*, T. III. 

7) Hentaclial: „Ueber einige conforma Abbildungen." Inan- 
guraldiaaertation, Jena 1871. Ellipse, Kreis etc. werden auf den 
KinheitBkreis Qbertragen. 

8) Jocliinann: „Zur Abbildung dei Rechtecks auf der Kreis- 
flSche." Zeitscbr. fQr Matheni. u. Phya. Bd. 14, 1869. 

9) Waugerin: „Iteduction der Potentiatgleichung fOr gewisse 
IlutatiouBkÜrper auf eine gewöhnliche Differentialgleichung." Preis- 
sclirift Nr. XVIII der Fflrstl. Jablonowskischen (JeselUcliaft. 1875. 
In Abschnitt IV koinmen daselbst neue Eigenschaften der Siebeck- 
schen Curven zur Sprache. 

10) ächering und Jncobi haben die conforme Abbildung 
des Kllii)soids auf llechteck und Kbene gelöst, wie schon in der 

' Einleitung bemerkt war. Nach Obigem spielen dabei die Siebeck- 
scheu Curven eine wichtige Itolle. 

11) Den stationären Zustand einer rechteckigen leitenden Platte 
nutersucht Jocbmaun in Ud. 10 der Zeitscbr. für Mathem. und 
Pbys. 18G5: „Ueber einige Aufgaben, welche die Theorie des loga- 
ritlimisclien Potentials und den Durchgang des elektrischen Stroms 
durcb eine Ebene betreffen." 

12) Heine: „Ueber die constiuite elektrische Strömung iu 
ebenen Platten", Crelles Journ. Bd. 79, 1875, behandelt neben 
anderen gleichfalls die Uechtecksaufgabe. 

13) Die Abhandlungen des Verfassers im IG., 18, und 20. 
Bande der Zeitscbr. fQr Mathem. und Phjrs., ebenso die experimen- 
tellen Resultate von Guebhard sind bereits mehrfach citirt. 

14) Zimmermann: Das logaritfamische Potential einer gleich* 
soitig- dreiseitigen Platte, Inaugural-Dissertation. Jena 1881. 

15) Lefler: Das Integral '/j-r r -*-__ -^t^ttt und seine 

Jy(x-x,)'[x-x,y(x-x,)' 

Umkclirung. Inaugural'Diesortalion. Jena 1882. 
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ScbluHwort und NKhträge. 



Schlusswort 

Der Kreis vod FuuctioD«n, wrlclier der Beliaiidluug uuterworfen 
werden sullte, ist mit dem lebcteu Kapitel absolvirt. Der Leser 
wird hiureicliend orieutirt seiii, um die citirte Litteratar zu Btudiren 
und diejeuigen St«iIeD iu Augriff zu nehmen, an deueii die Theorie 
des weitereu Ausbaues bedarf. Besonders die hierher geh5rigen 
Abschnitte der Kirchhoff'äclieu Vorlesungen fiber mathematische 
Physik, die Le^ous sur les coordonuees eur'rilignes von Lame, 
auch ein Aufsatz von TSpIer: „Zur Theorie der stationären elek> 
Irischen Strömung*, Poggendortt's Auualeu Bd, 160, S, 375, seien 
denen zum Studium empfohlen, die tiefer m den Zusammenhang 
<ler Abbild uugstheorie mit den Problemen der Hydrodynamik, Iso- 
(licrmeulehre uud der Elektrodynamik eindringen wollen. Neben 
der mathematischeu Physik wird aber auch die Fuuctionentlieorie 
der Tollstäuiligen Durchführung weiterer geeigneter Beispiele manche 
torderuug zu verdanken haben, deuu selbst das Gebiet der alge- 
braischen Functionen kann uocli uicht als vollstUndig abgeschlossen 
betrachtet werden. 



Nachträge. 

1) Nach Drucklegung des Werkes erhielt Verfasser durch die 
Ijüt« des Herrn Prof, Dr. August dessen Abhandlung: „Ucber- 
ciiie cüufonne Abbildtttiff der Erde nach der cpict/cloU'iscIicH l'ro- 
jtdion", Zeitscbr. der GeselUch. für Erdkunde, Bd. IX, welcher 
eine Erdkarte und zwei Contiuentalkarten, von Kiepert gezeich- 
net, beigelegt sind. Die ganze Erdoberfläche wird dabei auf da« 
lunere einer eptcycloidiscben Begrenzung abgebildet, die dadurch 
enUtcht, dass ein Kreis einen andern von doppeltem Kodius Toll- 
stUndig umrollt. Wichtig ist dabei, dass die Karte au l^einer Stelle 
singulare Punkte besitzt, so dasa weder unendliche, VergriisBeruu' 
gen, wie bei der M er cator- Karte uud der votlstiludigen Ptolemüischen 
Karte, noch Wiukelünderungen auftreten. Während alxo durch die 
Schififahrtskarten die Polarregionen gar nicht, durch die stereo- 
IjTaphischen Hai bkugelk arten total getrennt zur Darstellung kom- 
men, hat man hier die Möglichkeit, die Meridiaue durch die Pule 
zn verfolgen. Dabei ist die elementar zu bewerksteltigendo Con- 
stmction Tcrhältnissmässig einfach. 

Nimmt man den Massstab der Karte in der Mitte als 1 au, 
Bo wächst er auf dem Ae<]uator nach beiden Seiten, um am Itunde 
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diu Gr5sw 4 lu erreicbea. Auf der Begreutuui; wächst er nach 
den Poleu liin bis tarn Maiimalwerthe 8. Dies iat wiederuDS ein 
verhSHaiBsmäBsig sehr gOustiges Kesnltat. 

Autoritätei; wie Kiepert, t. Sydow und F5rater haben 
aicli Ober die Augnst'iche Projectiou nDerkennend ausgesprocheu, 
daa Lehrbuch der Üxperimentalphysik von Jocbmsnn hat sie be- 
reits adoptirt, und ao ist ea kaum noch uQthig, unser Urtheil da- 
hin abzugeben, dass sie für die Darstellung gewisser physikalischer 
Knlvcrliältuisse, ebenso fflr die Verauschaulichuug der ^xstemwelt 
sehr zwGckuiüssig ist, obwohl die epicyelische Begrenzung auf den 
ersten Ulick etwas künstlich erscheinen mag. Die beiden Couti- 
uentalkarteu brauchen jedenfalls den Vei^loieh mit den Ptole- 
müischen Ilalbkugelkarteu nicht zu scheuen. Ein Exemplar einer 
Fixsternkarte nach epicyklisclier Projection befand sich auf der 
wisseusctiaftlichon Ausstellung zu London uuil erregte das Interesse 
der Astronomen. 

Die Theorie der Karte kann der Leser im Auscbluäs an die 
Oaiiitel V]It und X oder auch nach Analogie des Beispiels in g 87 
mit Leiciitigkeit behandeln. Die ^-Ebeue sei die der stereographi- 
scheii Projection der gesatümten Erdoberfläche. Mit Hilfe der 

Abbildung £=- resp. ihrer Urakehruug (f «" — + l/^ — 1 

[oder, wenn man die Inversion zu Hilfe uimnit, mit Hilfe von 
^•^s' -^ ye' ^^^ (Capitel VIH)] gebe mau zur f-Ebeue über, 
welche schliesslich der Abbildung 

(Ou|»itel X) zu unterwerfen ist, wodurch mau die August'sclie 
Kurte erhält. 

Auf die Idee der Kurte scheint ihr Urheber dadurch gekommen 
XU sein, dass die hierher gehörige Epicycloide durch die Gleichungen 

a: -• i. cos d — y cos 3* 

y ~ -l siu * — ■- siu 3* 

dargestellt wird, vou wo aus man leicht zu 

x + si-if'»-!,,"» 

fibergehen kann. (Man vergleiche hierzu S. 230.) 

Bei dieser Gelegenheit werde noch auf folgende kartf^rapbi- 
scheu Arbeiten hingewiesen: , 



||84 Nachtrüge. 

H. Weber: Ueber ein Priucip iler Abbilduug der Theile einer 
krammeii OberHSohe auf einer Ebene. Crelle's Joum. Bd. 67,8.229—347. 

F. Eiseiilohr: Ueber Fliuheiiabbildung. Crelle's Journnl Bd. 72, 
B. 143-151. 

OretBcliel: Lehrbuch der Kartenprojection. Weimar 1873, 
bei Voigt 

2) Herr Prof. £]. Mach Qbersendet mir eine interessante Ab- 
handlung: f7f?KT Herrn Gtu'bhards Darstcllunff der Aequiiwlential- 
CHrrc«, in welcher mit Hilfe einer Poteutialbetrachiuiig gezeigt 
trinl, „dsLsa bei den entsprechenden Versuchen eine Strömung im 
llanme statttindet, bei welcher aber durch Curven gleicher Strom- 
int^nsität die einer ebenen Strömung entsprecheDden Curven gleicher 
Potentialfunction angimhert abgebildet werden können". 

Da£s bei Experimenten nur von einer Annäherung die Rede 
sein kann, ist au sich selbstverständlich. Jedenfalls gelingt Herrn 
Guebhard die Annäherung in sehr hohem Masse. Bin eudgQl- 
tiges Urtheil über dessen elektrochemitiche Methode wird jedoch 
erst dann geteilt werden können, wenn wir über den Vorgang der 
Elektrolyse und ebenso über die Entstehungsweise der Nobili'schcn 
Ringe eine mathematische Formulirurig besitzen, die unseres Er- 
achtens noch nicht geliefert ist Jedenfalls werden die Arbeiten 
des Herrn Guebhard zu theoretischen Uutersuchungen über dieses 
Gebiet Veranlassung gebeu. Er selbst hat seine Ansichten soeben 
in einem Aufsatze: Sur la tbeorie des figures cquipotentielles obte- 
nues par la methode e'Iectrochimique ; Compt Iteud. 3. Juli 1882, 
entwickelt. 

3) Zu Capitel III § 27 ist noch Folgendes zu bemerken:. Die 
Methode der redproken Uadii vectorea (Principe des imagea) ver- 
dankt man W. Thomson, der sie zaerst in Liouville's Journal 
Bd. 10, S. 364 verößentlicbte. Nach Salmon - Fiedler, Analy- 
tische Geometrie der Kegelsclioitt« (4. Aufl. 1878) 8. 698, ist noch 
jtn vergleichen: Liouville, Bd. 12, 8. 365, Jacobi iu Crelle's 
Journal Bd. 15, S. 309, Townsend, Circular-Iuversiou , Chaplres 
on the modern Geometrj- Bd. 2, S. 363, Hart, Quarterly Journ. 
Bd. 5, S. 2G0 (Anwendung auf den Feuerbach'schen Kreis), Casey, 
Quarterly Journ. Bd. 5, S. 318, elementare Behandlung. 

4) Zu Capitel V § 47 ist noch nachzutragen: Roch, Heber 
Functionen complexer Grössen. Zeitechr. für Mathem. und Phys. 
Bd. 8, S. 12 und S. 1^3, Bd. 10, S. 169. 
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